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1.1 Reële en complexe vectorruimten . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 4

1.2 Deelruimte en directe som van vectorruimten . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 8

1.3 Lineaire onafhankelijkheid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 12

1.4 Basis en dimensie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 14

1.5 De eerste dimensiestelling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 19

2 Lineaire Afbeeldingen en Matrices 22

2.1 Lineaire afbeeldingen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 22

2.2 Kern en beeld van een lineaire afbeelding . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 24

2.3 De vectorruimte van de lineaire afbeeldingen . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 29

2.4 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .30

2.5 Het product van matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 33

2.6 Verandering van basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 36

2.7 De rang van een matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 40
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Hoofdstuk 1

Vectorruimten

1.1 Rëele en complexe vectorruimten

In het middelbaar onderwijs hebben we gezien dat een handigemanier om vlakke meetkunde te
bedrijven de volgende is: we voeren een (eventueel rechthoekig) coördinatenstelsel in. Elk punt
van het vlak stemt dan overeen met een koppel reële getallen(x,y). Dit levert ons een manier
om met punten in het vlak te “rekenen”: ze worden weergegevendoor getallen. Dit laat ons
toe om meetkundige begrippen te beschrijven op een algebra¨ısche manier. Zo wordt een rechte
bijvoorbeeld beschreven door een vergelijking van het typeax+by+c= 0.
Een concept dat hierin een centrale rol speelt is het conceptvector: voor twee puntenA enB in het
vlak, noteren we~AB voor de “vector” die de puntenA enB verbindt. Hierbij wordt per definitie
de overeenkomst gemaakt dat twee vectoren~AB en ~CD aan mekaar gelijk zijn alsA, B, D enC de
hoekpunten van een parallellogram zijn. Indien we een puntO (oorspronggenaamd) in het vlak
fixeren, dan is het gemakkelijk in te zien (dit volgt uit de axioma’s van Euclides) dat elke vector
~AB op een unieke manier kan geschreven worden onder de vorm~OP voor een zeker puntP in het
vlak. Het is daarom dat we soms~P= ~OP noteren.
Op deze manier krijgen we een één-éénduidige correspondentie tussen de punten van het vlak en de
vectoren in het vlak, en daardoor met de koppels reële getallen: de vector~AB= ~OP stemt overeen
met het puntP in het vlak, en dit komt overeen met de coördinaten(x,y) vanP in R2.
Een belangrijk hulpmiddel blijkt te zijn het feit dat we vectoren (en a fortiori ook koppels reële
getallen en punten in het vlak) met mekaar kunnen optellen. Dit gaat als volgt:
voorvectoren:

~AB+ ~BC= ~AC;

voorpunten in het vlak:
~P+ ~Q= ~R

alsO, P, R enQ de hoekpunten van een parallellogram zijn;
voorkoppels rëele getallen:

(x,y)+(x′,y′) = (x+x′,y+y′)
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Op analoge manier kan men vectoren (punten, koppels reële getallen) vermenigvuldigen met reële
getallen. Deze vermenigvuldiging wordtscalaire vermenigvuldiging genoemd. Voor koppels
reële getallen gaat dit als volgt:

α(x,y) = (αx,αy)

Deze optelling en vermenigvuldiging voldoen aan een aantalvoor de hand liggende eigenschappen.
Laten we deze even opsommen, we identificeren onze vectoren (of punten) vanaf nu met koppels
reële getallen.
De verzameling der koppels reële getallenR2 vormt eencommutatieve groepvoor de optelling: de
optelling van koppels reële getallen is commutatief en associatief, (0,0) is een neutraal element
voor de optelling, en elk tweetal(a,b) heeft een tegengestelde(−a,−b).
Verder geldt dat de scalaire vermenigvuldiging distributief is ten opzichte van de optelling:

α(~a+~b) = α~a+α~b
(α +β )~a = α~a+β~a

voor α, β ∈ R,~a, ~b∈ R2. De vermenigvuldiging isgemengd associatief:

α(β~a) = (αβ )~a

voor α, β ∈ R,~a∈ R2. Tenslotte is
1~a=~a

voor alle~a∈ R2.
Dezelfde redenering kunnen we volgen als we meetkunde in de ruimte bedrijven. Het enige ver-
schil is dat we nu met drietallen in plaats van koppels reëlegetallen werken. Het ligt daarom voor
de hand om te onderstellen dat dit in nog andere situaties kanwerken. Dit is inderdaad het ge-
val, zoals we in de volgende voorbeelden zullen zien. Daaromvoeren we het volgende abstracte
begrip in : eenvectorruimteis een verzamelingV, uitgerust met een optelling en een scalaire
vermenigvuldiging met reële getallen, die voldoet aan de eigenschappen hierboven opgesomd. In
sommige gevallen is het nuttig om ook vectorruimten te bekijken waarop een vermenigvuldiging
met complexe getallen gedefinieerd is. Om de definitie geen twee keer te moeten schrijven noteren
we daarom in het vervolgK voor de reële of de complexe getallen:K = R of K = C. Bij een
eerste lezing van deze nota’s is het aanbevolen om enkel het gevalK = R te beschouwen, en dus
in gedachten overalK doorR te vervangen.

Definitie 1.1.1. Een verzameling V uitgerust met twee bewerkingen

+ : V ×V−→V

· : K×V−→V

is eenvectorruimte(Eng. vector space, Fr. espace vectoriel) overK (of kortwegK-vectorruimte)
indien volgende eigenschappen gelden:
V is eencommutatieve groep, d.w.z.

1. + is associatief:
(~a+~b)+~c=~a+(~b+~c) (1.1)

voor elke~a,~b,~c∈V.
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2. Er is een neutraal element~0:
~a+~0=~0+~a=~a (1.2)

voor elke~a∈V.

3. Elk element~a∈V heeft een tegengestelde−~a:

~a+(−~a) =−~a+~a=~0 (1.3)

4. + is commutatief:
~a+~b=~b+~a (1.4)

voor elke~a,~b∈V.

De scalaire vermenigvuldigingK×V−→V voldoet aan de volgende eigenschappen:

1. gemengde associativiteit:
(αβ )~a= α(β~a) (1.5)

voor elkeα,β ∈K en~a∈V;

2. distributiviteit:

α(~a+~b) = α~a+α~b (1.6)

(α +β )~a = α~a+β~a (1.7)

voor elkeα,β ∈K en~a,~b∈V;

3. 1 is neutraal element:
1~a=~a (1.8)

voor elke~a∈V.

Opmerkingen 1.1.2.1) IndienK = R, dan spreken we van eenreële vectorruimte. Als K = C,
dan spreken we van eencomplexe vectorruimte. De elementen vanV wordenvectorengenoemd,
en meestal genoteerd door letters met een pijltje erboven; in sommige werken worden deze aan-
geduid door vetgedrukte letters, of door hoofdletters. De elementen vanK wordenscalairenge-
noemd. Wij zullen deze meestal noteren met Griekse letters.

2) Deaftrekking wordt gedefinieerd door volgende formule:

~a−~b=~a+(−~b)

3) De volgende eigenschappen gelden in elke vectorruimte:

0~a = ~0 (1.9)

α~0 = ~0 (1.10)

(α −β )~a = α~a−β~a (1.11)

α~a=~0 ⇒ α = 0 of~a=~0 (1.12)

(−1)~a=−~a (1.13)
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Bewijs deze zelf als oefening.

4) In feite hoeven we ons niet te beperken totK = R of K = C. We kunnen voorK eender welk
lichaam nemen. Herhaal dat eencommutatief lichaam (ook genaamdveld, Eng. field, Fr. corps
commutatif) bestaat uit een verzamelingK uitgerust met een optelling+ en een vermenigvuldiging
. zodat volgende eigenschappen gelden:

1. K is een commutatieve groep voor de optelling;

2. K\{0} is een commutatieve groep voor de vermenigvuldiging;

3. . is distributief t.o.v.+.

Zo kan men bijvoorbeeldK = Q nemen. Een ander belangrijk voorbeeld is dat waar men voor
K een eindig lichaam neemt. Men kan bewijzen dat voor elk priemgetalp, en voor elk natuurlijk
getaln 6= 0 er juist één lichaam metpn elementen bestaat. Dit wordt genoteerd doorFpn. Eindige
lichamen spelen een cruciale rol in de algebraı̈sche codetheorie.

5) Een vectorruimte is nooit leeg als verzameling, aangezien steeds~0∈V.

Voorbeelden 1.1.3.1) Rn is een reële vectorruimte. Optelling en vermenigvuldiging worden ge-
geven door:

(a1,a2, . . . ,an)+(b1,b2, . . . ,bn) = (a1+b1,a2+b2, . . . ,an+bn)

α(a1,a2, . . . ,an) = (αa1,αa2, . . . ,αan)

Voor n= 2 enn= 3 krijgen we opnieuw de voorbeelden die aanleiding gaven tothet invoeren van
vectorruimten. Als wen= 1 stellen, dan bekomen we datR zelf een reële vectorruimte is.

2) Cn is een complexe vectorruimte. Definitie van optelling en vermenigvuldiging zijn dezelfde
als hierboven.

3) Neem een willekeurige verzamelingA, en schrijfRA voor de verzameling van alle functies van
A naarR.

RA = { f : A→ R | f is een functie}

RA is een vectorruimte, met volgende bewerkingen: voorf ,g : A → R en α ∈ R definieren we
f +g enα f door

f +g : A→ R : a 7→ f (a)+g(a)

α f : A→R : a 7→ α f (a)

voor elkea∈ A. Op analoge manier isCA een complexe vectorruimte.

4) We noteren

R[X] = {P(X) | P is een veelterm met reële coëfficiënten in de veranderlijkeX}

voor de verzameling der reële veeltermen.R[X] is een reële vectorruimte. Schrijf zelf de definitie
van optelling en vermenigvuldiging op. Op dezelfde manier isC[X] een complexe vectorruimte.
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5) Voor elken∈ N noteren we

Rn[X] = {P∈ R[X] | gr(P)≤ n}

voor de verzameling der veeltermen van graad ten hoogsten. Rn[X] is een vectorruimte.

6) {~0} is een vectorruimte.

7) Elke complexe vectorruimte is tevens een reële vectorruimte. Inderdaad, indien een scalaire
vermenigvuldiging met complexe getallen gedefinieerd is, dan is ook automatisch een scalaire
vermenigvuldiging met reële getallen gedefinieerd, en hetis gemakkelijk te zien dat deze voldoet
aan de voorwaarden (1.5)–(1.8). Men noemt ditrestrictie van scalairen.

1.2 Deelruimte en directe som van vectorruimten

We hebben hierboven gezien datRn[X] een vectorruimte is, en dat bovendien

Rn[X]⊂ R[X].

De bewerkingen opRn[X] zijn hier de restricties van de bewerkingen opR[X]. We zeggen dat
Rn[X] eendeelruimteis vanR[X].

Definitie 1.2.1. Onderstel dat V een vectorruimte is. Dan is een deelverzameling W ⊂ V een
deelvectorruimte ofdeelruimte(Eng. subspace, Fr. sousespace) als W met de beperking van de
som en de scalaire vermenigvuldiging op V zelf een vectorruimte is.

In de hiernavolgende stelling zullen we een gemakkelijk criterium zien om na te gaan of een deel
W vanV een deelruimte is. Vooraf herhalen we even deΣ-notatie voor een eindige som:

n

∑
i=1

ai = a1+a2+ · · ·+an

voorai ∈K of voor deai vectoren in een vectorruimteV.

Stelling 1.2.2.Zij W een niet-lege deelverzameling van de vectorruimte V. Dan zijn de volgende
uitspraken equivalent:

1. W is een deelruimte van V;

2. ∀~a,~b∈W,∀α ∈K : ~a+~b∈W enα~a∈W;

3. ∀~a,~b∈W,∀α,β ∈K : α~a+β~b∈W;

4. voor~a1, . . . ,~an ∈W enα1, . . . ,αn ∈K geldt dat∑n
i=1αi~ai ∈W.
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Een uitdrukking van de vorm
n

∑
i=1

αi~ai = α1~a1+ · · ·+αn~an

noemen we eenlineaire combinatie van de vectoren~a1, . . . ,~an. Stelling 1.2.2 vertelt ons dus dat
een deelruimte niets anders is dan een deelverzameling die gesloten is onder het nemen van lineaire
combinaties.

Bewijs. 1)⇒ 2)⇔ 3)⇔ 4) zijn triviaal.
2) ⇒ 1). Het volgt direct uit 2) datW gesloten is onder het nemen van som en scalaire verme-
nigvuldiging. Het volstaat dus de voorwaarden (1.1)–(1.8)te controleren. (1.1), (1.4), (1.5), (1.6),
(1.7), (1.8) zijn automatisch voldaan, omdat deze gelden inV. Het volstaat dus om te controleren
dat~0 ∈ W en dat−~a ∈ W indien~a ∈ W. Voor (1.2) volstaat het een~a ∈ W te nemen (W is bij
onderstelling niet leeg), enα = 0 te stellen. Voor (1.3) nemen weα =−1.

Voorbeelden 1.2.3.1) {~0} en V zijn steeds deelruimten vanV. We noemen deze detriviale
deelruimten. Alle andere deelruimten hetenechte deelruimten.

2) C [a,b] = { f : [a,b]→ R | f continu} is een deelruimte van de vectorruimteR[a,b]. Inderdaad,
een lineaire combinatie van continue functies is steeds continu (zie cursus Analyse).

3) BeschouwC als een reële vectorruimte. Dan isR een deelruimte vanC.

4) Als W1 enW2 deelruimten zijn vanV, dan is ookW1∩W2 een deelruimte vanV. Inderdaad, als
W1 enW2 gesloten zijn onder het nemen van lineaire combinaties, danisW1∩W2 het ook.

5) Neem weer twee deelruimtenW1 enW2 vanV. Per definitie stellen we desomW1+W2 gelijk
aan

W1+W2 = {~a+~b |~a∈W1, ~b∈W2}

Bewijs zelf met behulp van bovenstaande stelling datW1+W2 een nieuwe deelruimte vanV is.

Voorbeeld 4) hierboven kan veralgemeend worden, tot de doorsnede van een willekeurig (eventueel
oneindig) aantal deelruimten. Herhaal eerst dat de doorsnede van een verzameling verzamelingen
{Ai | i ∈ I} geı̈ndexeerd door een indexverzamelingI gegeven wordt door

⋂

{Ai | i ∈ I}=
⋂

i∈I

Ai = {x | ∀i ∈ I : x∈ Ai},

met andere woorden
x∈

⋂

i∈I

Ai ⇔ ∀i ∈ I : x∈ Ai .

Merk op dat dit impliceert dat voor elkej ∈ I :
⋂

i∈I

Ai ⊂ A j

Stelling 1.2.4. Indien{Wi | i ∈ I} een verzameling deelruimten van een vectorruimte V is, dan is
W =

⋂

i∈I Wi ook een deelruimte van V
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Bewijs. We controleren voorwaarde 3) in stelling 1.2.2. Neemα,β ∈ K en~a,~b ∈ ∩i∈IWi . Dan
geldt voor elkei ∈ I dat~a,~b∈Wi , en dus vanwege voorwaarde 3) in stelling 1.2.2:

α~a+β~b∈Wi

Maar dan is
α~a+β~b∈ ∩i∈IWi

en dus voldoet∩i∈IWi aan voorwaarde 3).

Neem nu een deelverzamelingA vanV die zelf niet noodzakelijk een deelruimte is, en bekijk de
verzameling

{W |W deelruimte vanV enA⊂W}

van alle deelruimten vanV die A omvatten. Deze verzameling is zeker niet leeg, wantV zelf zit
erin. Uit stelling 1.2.4 volgt dat

X = ∩{W |W deelruimte vanV enA⊂W}

een deelruimte is vanV. AangezienA zelf een deel is van alleW dieA omvatten, geldt datA⊂ X.
Dus isX de (unieke) deelruimte vanV met de volgende eigenschappen:

1. A⊂ X;

2. Als A⊂W enW een deelruimte, dan isX ⊂W.

Met andere woorden,X is dekleinste deelruimte van V die A omvat. We noemenX de vector-
ruimte voortgebracht door A, en we noteren dit als

X = vect(A).

We zeggen ook dat de verzamelingA de vectorruimteX voortbrengt. In de volgende stelling
zullen we een expliciete beschrijving van vect(A) geven.

Stelling 1.2.5.Onderstel dat∅ 6= A⊂V. Dan is

vect(A) = {
n

∑
i=1

αi~ai | n∈ N0, αi ∈K, ~ai ∈ A},

met andere woorden,vect(A) is de verzameling van alle lineaire combinaties van elementen van
A.

Bewijs. StelY de verzameling van alle lineaire combinaties van elementenvanA. Het volstaat aan
te tonen datY een deelruimte is en aan de twee hierboven vermelde voorwaarden voldoet:

1. A⊂Y;

2. Als A⊂W enW een deelruimte, dan isY ⊂W.
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het is duidelijk datY een deelruimte is, omdat een lineaire combinatie van lineaire combinaties
van elementen vanA opnieuw een lineaire combinatie is van elementen vanA. Het is ook duidelijk
dat A ⊂ Y, omdat de elementen vanA zelf — op triviale wijze — lineaire combinaties zijn van
elementen vanA. Tenslotte, alsW een deelruimte is vanV die A omvat, dan bevat deze, vanwege
stelling 1.2.2 ook alle lineaire combinaties vanA en dus omvat zeY.

Opmerking 1.2.6. Men kan zich afvragen wat er gebeurt als A= ∅ in voorgaande stelling. Het
volstaat dan te redeneren als volgt. De deelruimte voortrgebracht door∅ is per definitie de kleinste
deelruimte van V die∅ omvat. Dit moet dan zeker de allerkleinste deelruimte van V zijn zodat
vect(∅) = {~0}.

We hebben hierboven gezien dat de doorsnede van twee deelruimten opnieuw een deelruimte is.
De lezer zal zich afvragen of dit ook geldt voor de unie van twee deelruimten. Dit is niet het geval.
Wel hebben we

Stelling 1.2.7. Indien W1 en W2 twee deelruimten van V zijn, dan geldt

vect(W1∪W2) =W1+W2

waarbij W1+W2 gedefinieerd wordt zoals in voorbeeld 5 hierboven.

Bewijs. We hebben al gezien datW1+W2 een deelruimte is. Het volstaat dus om te bewijzen dat

1. W1∪W2 ⊂W1+W2;

2. AlsW1∪W2 ⊂W enW een deelruimte, dan isW1+W2 ⊂W.

De eerste voorwaarde is duidelijk. Voor voorwaarde 2) gaan we als volgt tewerk: onderstelW een
deelruimte dieW1 enW2 bevat. Vanwege voorwaarde 2) in stelling 1.2.2 geldt dan dat, voor elke
~a∈W1 ⊂W,~b∈W2 ⊂W dat

~a+~b∈W

en dusW1+W2 ⊂W.

Definitie 1.2.8. Beschouw twee deelruimten W1 en W2 van de vectorruimte V . We noemen de
vectorruimte W dedirecte somvan W1 en W2 als voldaan is aan de twee volgende voorwaarden:

1. W=W1+W2;

2. W1∩W2 = {~0}.

We noteren dit als volgt : W=W1⊕W2.

Stelling 1.2.9.Een vectorruimte W is de directe som van twee van haar deelruimten W1 en W2 als
en slechts als elk element van W op eenuniekemanier kan geschreven worden als de som van een
element van W1 en een element van W2, m.a.w. als

∀~w∈W, ∃!~w1 ∈W1, ∃!~w2 ∈W2 : ~w= ~w1+ ~w2
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Bewijs. Onderstel eerst datW =W1⊕W2. We weten reeds dat elke vector inW de som is van een
vector inW1 en een inW2. We moeten enkel bewijzen dat deze ontbinding uniek is. Onderstel dat

~w= ~w1+~w2 = ~w′
1+~w′

2

met~w1, ~w′
1 ∈W1 en~w2, ~w′

2 ∈W2. Dan is

~w1−~w′
1 = ~w′

2−~w2 ∈W1∩W2 = {~0}

zodat
~w1−~w′

1 = ~w′
2−~w2 =~0

en dus

~w1 = ~w′
1

~w2 = ~w′
2

zodat de ontbinding inderdaad uniek is.
Omgekeerd, onderstel dat elke vector inW de unieke som is van een vector inW1 en een inW2. Dan
is uiteraardW =W1+W2, zodat we enkel hoeven te bewijzen datW1∩W2 = {~0}. Als ~w∈W1∩W2,
dan zijn

~w = ~w+~0

~w = ~0+~w

twee manieren om~w als een som van elementen uitW1 enW2 te schrijven. Derhalve is, vanwege
de uniciteit,~w=~0.

Alvorens een eenvoudig voorbeeld te geven voeren we de volgende notatie in: voor~a∈V noteren
we

K~a= vect{~a}= {α~a|α ∈K}.

Voorbeeld 1.2.10.
R2 = R(1,0)⊕R(0,1).

1.3 Lineaire onafhankelijkheid

Alvorens dit begrip formeel te definiëren, keren we even terug naar de meetkunde in de ruimte.
Bekijk twee vectoren~a en~b. Er zijn twee mogelijkheden:
1) Het kan zijn dat~a en~b dezelfde richting hebben. In dit geval geldt

~a= α~b of ~b= β~a

(we moeten deze laatste mogelijkheid ook beschouwen, omdathet zou kunnen dat~b =~0). We
kunnen dit herschrijven als volgt:

α ′~a+β ′~b=~0
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metα ′ 6= 0 of β ′ 6= 0. We zeggen in dit geval dat~a en~b lineair afhankelijkzijn.
2)

α~a+β~b=~0

is enkel mogelijk indien zowelα = 0 alsβ = 0. In dit geval zijn~a en~b geen evenwijdige vectoren,
en we zeggen dat~a en~b lineair onafhankelijkzijn.
Neem nu drie vectoren~a,~b en~c. Er zijn weer twee mogelijkheden:
1) Er bestaanα,β ,γ ∈ R, niet alle drie nul, zodat

α~a+β~b+ γ~c=~0

In dit geval is een van de drie vectoren een lineaire combinatie van de twee anderen. Inderdaad,
als bijvoorbeeldα 6= 0, dan is

~a=−
β
α
~b−

γ
α
~c

en dus liggen de drie vectoren~a,~b en~c in eenzelfde vlak.
2) De enige mogelijkheid opdat

α~a+β~b+ γ~c=~0

is datα = β = γ = 0. In dit geval is het dus onmogelijk om een van de drie vectoren als een lineaire
combinatie van de twee anderen te schrijven. De drie vectoren zijn dan niet coplanair.
Laten we deze beschouwingen nu veralgemenen.

Definitie 1.3.1.Onderstel datV eenK-vectorruimte is, en dat~a1, . . . ,~an∈V. We noemen{~a1, . . . ,~an}
lineair afhankelijk als erα1,α2, . . . ,αn ∈K bestaan, niet alle nul, zodat de lineaire combinatie

n

∑
i=1

αi~ai

de nulvector is.

We kunnen nu gemakkelijk bewijzen dat

Stelling 1.3.2.{~a1, . . . ,~an} is lineair afhankelijk als en slechts alséén van de vectoren~a1, . . . ,~an

een lineaire combinatie is van de overige.

Bewijs. Indien
~ai = α1~a1+ · · ·+αi−1~ai−1+αi+1~ai+1+ · · ·+αn~an

Dan is
α1~a1+ · · ·+αi−1~ai−1−~ai +αi+1~ai+1+ · · ·+αn~an =~0

met tenminste dei-de coëfficiënt verschillend van 0, en dus is{~a1, . . . ,~an} lineair afhankelijk.
Omgekeerd, onderstel dat{~a1, . . . ,~an} lineair afhankelijk is. Dan is

n

∑
i=1

αi~ai =~0
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met tenminste één van de coëfficënten, bijvoorbeeldα j , verschillend van nul. Dan hebben we dat

~a j =−
α1

α j
~a1−·· ·−

α j−1

α j
~a j−1−

α j+1

α j
~a j+1−·· ·−

αn

α j
~an (1.14)

een lineaire combinatie is van de overige vectoren.

Men kan de voorgaande stelling nog een beetje verfijnen als volgt:

Stelling 1.3.3.{~a1, . . . ,~an} is lineair afhankelijk als en slechts alséén van de vectoren~a1, . . . ,~an

een lineaire combinatie is van de voorgaande.

Bewijs. Neem in het voorgaande bewijs de maximale indexj waarvoorα j 6= 0 (eventueelj = n).
Dan wordt (1.14):

~a j =−
α1

α j
~a1−·· ·−

α j−1

α j
~a j−1, (1.15)

en dit is juist wat we moeten hebben.

Definitie 1.3.4. De verzameling{~a1, . . . ,~an} wordt lineair onafhankelijk genoemd als ze niet li-
neair afhankelijk is, dus als een lineaire combinatie

n

∑
i=1

αi~ai

enkel de nulvector kan zijn als alle coëfficïentenαi nul zijn.

Gevolg 1.3.5.De volgende eigenschappen zijn equivalent:

1. {~a1, . . . ,~an} is lineair onafhankelijk;

2. geen enkel van de vectoren~a1, . . . ,~an is een lineaire combinatie van de overige;

3. geen enkel van de vectoren~a1, . . . ,~an is een lineaire combinatie van de vorige.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de stelling 1.3.2 en 1.3.3, door contrapositie.

1.4 Basis en dimensie

Definitie 1.4.1.Beschouw een vectorruimte V en een eindig deel B= {~b1,~b2, . . . ,~bn}. B wordt een
basisgenoemd indien

1. B een voortbrengend deel van V is:vect(B) =V;

2. B lineair onafhankelijk is.
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Stelling 1.4.2.B= {~b1,~b2, . . . ,~bn} ⊂ V is een basis van V als en slechts als elke vector~v van V
op een unieke manier kan geschreven worden als een lineaire combinatie van de vectoren~bi :

∀~v∈V, ∃! α1, . . . ,αn ∈K : ~v=
n

∑
i=1

αi~bi

Bewijs. Onderstel eerst datB een basis is. OmdatB de vectorruimteV voortbrengt, kunnen we
elke vector~v als een lineaire combinatie van de~bi schrijven. Onderstel nu dat

~v=
n

∑
i=1

αi~bi =
n

∑
i=1

α ′
i
~bi

Dan is
n

∑
i=1

(αi −α ′
i )~bi =~0,

zodat
αi −α ′

i = 0

voor elkei, omdatB lineair onafhankelijk is. Dusαi = α ′
i , en de uniciteit is bewezen.

Omgekeerd, onderstel dat elke~v ∈ V op een unieke manier een lineaire combinatie is van de
vectoren inB. Dan isB voortbrengend. Als

α1~b1+ · · ·+αn~bn =~0

dan hebben we
α1~b1+ · · ·+αn~bn = 0~b1+ · · ·+0~bn =~0

en dusα1 = α2 = · · · = αn = 0, omdat we anders~0 op meer dan één manier als een lineaire
combinatie van de vectoren inB kunnen schrijven.B is dus ook lineair onafhankelijk.

Voorbeeld 1.4.3.B= {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} is een basis vanR3. Immers, voor elke(a,b,c)∈
R3 hebben we

(a,b,c) = a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)

zodatB voortbrengend is. Bovendien impliceert

a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)= (0,0,0)

dat a = b = c = 0, zodatB lineair onafhankelijk is. We noemenB de standaardbasisvanR3.
Schrijf zelf de standaardbasis voorRn op.

Stelling 1.4.4.Onderstel dat een eindig deel A= {~a1,~a2, . . . ,~am} de vectorruimte V voortbrengt.
Dan bestaat er een basis B van V die bevat is in A.

Bewijs. IndienA lineair onafhankelijk is, dan valt er niets te bewijzen. IndienA lineair afhankelijk
is, dan is een van de~a j een lineaire combinatie van de overige. Maar dan is duidelijk

vect(A\{~a j}) = vect(A) =V
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en dus isA\ {~a j} voortbrengend. Weer zijn er twee mogelijkheden: indienA\ {~a j} lineair on-
afhankelijk is, dan is het een basis en is de stelling bewezen. Anders kunnen we weer een vector
schrappen en zodoende een voortbrengende verzameling metm−2 elementen bekomen. We zet-
ten dit verder tot we een lineair onafhankelijk stel overhouden. Dit wordt bereikt na ten hoogste
m stappen, want als wem vectoren schrappen, dan behouden we een voortbrengende verzameling
met 0 elementen (dus de lege verzameling). Dan isV = vect(∅), en∅ is dan een basis voorV.

Een vectorruimteV die een eindig voortbrengend stel bezit (en dus een eindige basis bezit) wordt
eindigdimensionaalgenoemd. Anders noemen weV oneindigdimensionaal. In het volgende
voorbeeld zullen we aantonen dat oneindigdimensionale vectorruimten wel degelijk bestaan. In
deze cursus bestuderen we voornamelijk eindigdimensionale vectorruimten.

Voorbeeld 1.4.5.R[X] is een oneindigdimensionale vectorruimte. Immers, onderstel dat

{P1,P2, . . . ,Pn}

een eindig deel vanR[X] is, en stel

r = max{gr(Pi) | i = 1, . . . ,n}

Dan bevat

vect({P1,P2, . . . ,Pn}) = {
n

∑
i=1

αiPi | αi ∈ R}

enkel veeltermen van graad ten hoogster. Dus brengt{P1,P2, . . . ,Pn} niet de volledige ruimteR[X]
voort.

Een vectorruimte die een basis heeft, heeft meer dan één basis (zelfs oneindig veel). Ons volgend
doel is te bewijzen dat alle basissen van eenzelfde vectorruimte hetzelfde aantal elementen hebben.
Hiervoor hebben we eerst een lemma nodig.

Lemma 1.4.6.Als B= {~b1, . . . ,~bn} een basis is voor V, en S= {~v1, . . . ,~vr} een lineair onafhan-
kelijke verzameling in V , dan is r≤ n.

Bewijs. StelS1 = {~v1,~b1, . . . ,~bn}. OmdatB een basis is, is~v1 een lineaire combinatie van de~bi ’s,
en dus isS1 een lineair afhankelijke verzameling. Maar dan is één vande vectoren inS1 een lineaire
combinatie van devorige, cf. stelling 1.3.3. Dit kan natuurlijk niet~v1 zijn, en dus is het~b j voor
een bepaalde indexj. We schrappen deze~b j , en noemen de nieuw bekomen verzamelingB1:

B1 = {~v1,~b1, . . . ,~b j−1,~b j+1, . . . ,~bn}

Dan is vect(B1) =V. Bekijk nu

S2 = B1∪{~v2}= {~v1,~v2,~b1, . . . ,~b j−1,~b j+1, . . . ,~bn}

Dan is vect(S2) = V; en S2 is lineair afhankelijk, omdat~v2 een lineaire combinatie is van de
overige. Dus is één van de vectoren inS2 een lineaire combinatie van de vorige. Dit kan niet~v1 of
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~v2 zijn, omdat{~v1,~v2} lineair onafhankelijk is. Dus is het één van de overblijvende~bi ’s. Schrap
deze. We bekomen dan een voortbrengende verzamelingB2 bestaande uit~v1,~v2 enn−2 vectoren
uit B.
Indienr > n, dan kunnen we dit procédén keer herhalen. We krijgen dan dat

Bn = {~v1,~v2, . . . ,~vn}

voortbrengend is. Maar dan is~vn+1 een lineaire combinatie van~v1,~v2, . . . ,~vn, en dus isS lineair
afhankelijk. Dit is strijdig met de onderstelling, en dus moet r ≤ n.

Stelling 1.4.7.Als B1 = {~b1,~b2, . . . ,~bn} en B2 = {~c1,~c2, . . . ,~cm} twee basissen zijn van de vector-
ruimte V , dan is n= m. Alle basissen hebben dus hetzelfde aantal elementen.

Bewijs. B1 is lineair onafhankelijk enB2 is een basis, dusn ≤ m, door voorgaande stelling. Op
dezelfde manier ism≤ n omdatB2 lineair onafhankelijk is enB1 een basis.

Definitie 1.4.8. De dimensievan een eindigdimensionaleK-vectorruimte V is het aantal elemen-
ten n in een basis van V . We noteren dit

dim(V) = dimK(V) = n

De indexK wordt weggelaten indien er geen verwarring mogelijk is.

Voorbeelden 1.4.9.1) dimR(R
n) = n. Inderdaad, de standaardbasis

{(1,0, . . . ,0),(0,1, . . .,0), . . . ,(0,0, . . . ,1)}

bevatn elementen.
2) dimK(K) = 1. Inderdaad,{1} is een basis voorK.
3) dimR(C) = 2. Inderdaad,{1, i} is een basis vanC overR. Wat is dimR(C

n)?
4) dimR(Rn[X]) = n+1. Inderdaad, de verzameling

{1,X,X2,X3, . . . ,Xn}

is een basis (ga dit zelf na).

Gevolg 1.4.10.Onderstel datdim(V) = n. Als B een maximaal lineair onafhankelijk deel van V
is, dan is B een basis, en dan bevat B juist n elementen.

Bewijs. OnderstelB = {~b1, . . . ,~bk}. We moeten bewijzen datB voortbrengend is. IndienB niet
voortbrengend is, dan bestaat er een vector~v die geen lineaire combinatie is van de vectoren inB.
Dan is in

B′ = {~b1, . . . ,~bk,~v}

geen enkele vector een lineaire combinatie van de vorige, endus isB′ lineair onafhankelijk. Maar
dit is strijdig met het feit datB een maximaal stel lineair onafhankelijke vectoren was. Derhalve
moetB voortbrengend zijn, en dus isB een basis, en dan is het aantal elementen inB juist n.
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Gevolg 1.4.11.Alsdim(V) = n, envect(B) =V, dan bevat B tenminste n vectoren.

Bewijs. Als B een voortbrengend stel voorV is, dan bevatB een basis voorV (cf. stelling 1.4.4),
en deze basis bestaat uitn elementen (stelling 1.4.7). Dus bevatB tenminsten elementen.

Gevolg 1.4.12.Ondersteldim(V) = n, en B⊂V bestaande uit m elementen.

m< n =⇒ B niet voortbrengend

m> n =⇒ B lineair afhankelijk

Bewijs. Door contrapositie uit gevolg 1.4.11 en lemma 1.4.6.

We zagen reeds dat elk voortbrengend stel vectoren vanV kan beperkt worden tot een basis. In de
volgende stelling zullen we bewijzen dat elke lineair onafhankelijke verzameling kan aangevuld
worden tot een basis vanV.

Stelling 1.4.13.Onderstel datdim(V) = n, en S= {~v1, . . . ,~vm} ⊂ V lineair onafhankelijk. Dan
bestaat er een basis B van V die S bevat.

Bewijs. Neem een basis{~b1, . . . ,~bn} vanV. Uit lemma 1.4.6 volgt datm≤ n. Bekijk nu

S1 = {~v1, . . . ,~vm,~b1, . . . ,~bn}

Dan is vect(S1) =V, enS1 kan beperkt worden tot een basis; de procedure hiervoor die geschetst
werd in het bewijs van stelling 1.4.4 is de volgende: men neemt de eerste vector in de rij die een
lineaire combinatie is van de vorige, en men laat deze weg. Dan neemt men uit de overblijvende
vectoren weer de eerste die een lineaire combinatie is van devorige, en men laat deze weer weg.
AangezienSlineair onafhankelijk is, wordt bij geen enkele stap één van de vectoren~vi weggelaten.
Men bekomt dus uiteindelijk een basisB dieSbevat.

Stelling 1.4.14.Onderstel datdim(V) = n, en dat B⊂V bestaat uit n elementen. Dan hebben we

1. B lineair onafhankelijk =⇒ B basis voor V;

2. vect(B) =V =⇒ B basis voor V;

met andere woorden, voor een stel van n vectoren volstaat hetéén van de twee voorwaarden uit de
definitie te controleren, om na te gaan of het stel een basis vormt.

Bewijs. Onderstel eerst datB lineair onafhankelijk is. IndienB niet voortbrengend is, dan bestaat
een vector~v die geen lineaire combinatie van de vectoren uitB is. Dan isB∪{~v} een lineair onaf-
hankelijk stel vann+1 elementen, en dit is strijdig met gevolg 1.4.12. Dus isB voortbrengend en
daardoor ook een basis.
Onderstel datB voortbrengend is. AlsB niet lineair onafhankelijk is, dan is één van de vectoren
vanB een lineaire combinatie van de overige. Als we deze schrappen, dan houden we een voort-
brengende verzameling metn−1 elementen over. Dit is weerom strijdig met gevolg 1.4.12. Dus
B moet lineair onafhankelijk zijn, en dus isB een basis.
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Voorbeeld 1.4.15.We werken in de vectorruimteV = R3. Bekijk

B= {~a= (1,2,3),~b= (1,0,1),~c= (2,3,4)}

Aangezien dim(R3) = 3 volstaat het na te gaan datB lineair onafhankelijk is, om te kunnen be-
sluiten datB een basis is.
Onderstel dat

α~a+β~b+ γ~c=~0

Dan geldt






α +β +2γ = 0
2α +3γ = 0
3α +β +4γ = 0

Dit lineair stelsel inα,β ,γ heeft enkelα = β = γ = 0 als oplossing. Dus isB lineair onafhankelijk
en dus een basis.

Stelling 1.4.16.Onderstel V eindigdimensionaal en W een deelruimte van V. Dan is W ook
eindigdimensionaal, endim(W) ≤ dim(V). Als dim(W) = dim(V), dan is noodzakelijkerwijze
V =W.

Bewijs. Onderstel dat dim(V) = n. Als W oneindigdimensionaal, dan kan aan elk eindig stel li-
neair onafhankelijke vectoren inW steeds een vector toegevoegd worden, met behoud van lineaire
onafhankelijkheid. Inderdaad, anders is dit stel ook voortbrengend, en dan is het een basis. Op die
manier kunnen we dus een lineair onafhankelijk stel met een willekeurig groot aantal vectoren erin
construeren. Maar het is onmogelijk datV, en dus ookW, een lineair onafhankelijk stel van meer
dann lineair onafhankelijke vectoren bevat. Dus is noodzakelijkerwijzeW eindigdimensionaal.
Neem een basis voorW. De vectoren in die basis zijn lineair onafhankelijk inW en dus ook inV.
Hun aantal is dus maximaaln= dim(V), en dus dim(W)≤ dim(V).
Indien dim(W) = dim(V) = n, dan bevat een basisB vanW nvectoren. Deze zijn lineair onafhan-
kelijk, en vormen dus ook een basis voorV, vanwege stelling 1.4.13. Dus isW = vect(B)=V.

1.5 De eerste dimensiestelling

Onderstel datW1 enW2 twee eindigdimensionale deelruimten zijn van een vectorruimte V. We
hebben gezien datW1∩W2 enW1+W2 ook deelruimten zijn. We weten ook (stelling 1.4.16) dat
W1∩W2 eindigdimensionaal is. De bedoeling van deze paragraaf is om aan te tonen dat ookW1+
W2 eindigdimensionaal is, en een formule op te stellen die het verband geeft tussen de dimensies
vanW1, W2,W1∩W2 enW1+W2. Eerst hebben we het volgende eenvoudig resultaat nodig:

Stelling 1.5.1.Onderstel dat W een eindigdimensionale vectorruimte is metbasis B= {~b1, . . . ,~bn}.
Neem1≤ k≤ n, en stel

{

W1 = vect{~b1, . . . ,~bk}

W2 = vect{~bk+1, . . . ,~bn}

Dan is W=W1⊕W2.
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Bewijs. Het is duidelijk datW1+W2 = vect{~b1, . . . ,~bn}=W. We moeten dus enkel aantonen dat
W1∩W2 = {~0}, en dit gaat als volgt : onderstel dat~x∈W1∩W2. Dan is

~x= α1~b1+ · · ·+αk~bk = αk+1~bk+1+ · · ·+αn~bn

voor zekere coëfficiëntenαi ∈K. Dan is

α1~b1+ · · ·+αk~bk−αk+1~bk+1−·· ·−αn~bn =~0

en dus zijn alleαi = 0, omdat de~bi ’s lineair onafhankelijk zijn. Dus is~x=~0.

In de situatie van stelling 1.5.1 hebben we dat dim(W1) = k en dim(W2) = n− k. Dus geldt dat
dim(W1)+ dim(W2) = dim(W). In de volgende stelling zullen we zien dat deze formule altijd
geldt voor een directe som van vectorruimten.

Stelling 1.5.2. Onderstel dat W1 en W2 twee eindigdimensionale deelruimten van W zijn en dat
W1∩W2 = {~0}. Dan is

dim(W1⊕W2) = dim(W1)+dim(W2)

Bewijs. Onderstel dat
B1 = {~b1, . . . ,~bn}

een basis is voorW1, en dat
B2 = {~c1, . . . ,~cm}

een basis is voorW2. Dan is dim(W1) = n, dim(W2) = m. Het volstaat nu om aan te tonen dat

B1∪B2 = {~b1, . . . ,~bn,~c1, . . . ,~cm}

een basis is voorW1⊕W2. Het is duidelijk datB1∪B2 een voortbrengend stel is:

vect(B1∪B2) = vect(B1)+vect(B2) =W1+W2 =W1⊕W2

Bovendien isB1∪B2 lineair onafhankelijk: indien

α1~b1+ · · ·+αn~bn+β1~c1+ · · ·+βm~cm =~0

dan is
α1~b1+ · · ·+αn~bn =−β1~c1−·· ·−βm~cm

gelegen inW1∩W2. Dus is

α1~b1+ · · ·+αn~bn =−β1~c1−·· ·−βm~cm =~0

OmdatB1 enB2 lineair onafhankelijke verzamelingen zijn, moeten daaromalle coëfficiëntenαi en
β j nul zijn. Dus isB1∪B2 lineair onafhankelijk.
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Stelling 1.5.3. (Eerste dimensiestelling)
Onderstel dat W1 en W2 twee eindigdimensionale deelruimten van een vectorruimteV zijn. Dan
geldt volgende formule:

dim(W1)+dim(W2) = dim(W1+W2)+dim(W1∩W2)

Bewijs. We hebben al opgemerkt datW1∩W2 eindigdimensionaal is. Neem een basis

B= {~b1, . . . ,~bk}

vanW1∩W2. Vul deze basis aan tot een basis

B′ = {~b1, . . . ,~bk,~c1, . . . ,~cm}

vanW1 (gebruik stelling 1.4.13). Stel nu

X = vect{~c1, . . . ,~cm}

We weten dan uit stelling 1.5.1 dat

W1 = X⊕ (W1∩W2) (1.16)

We beweren nu dat
W1+W2 = X⊕W2 (1.17)

Aangezien
W1+W2 = X+(W1∩W2)+W2 = X+W2

(W1∩W2 ⊂W2), volstaat het te bewijzen dat

X∩W2 = {~0}

Dit gaat als volgt: neem~x∈ X∩W2. Dan is~x∈ X ⊂W1 en~x∈W2, zodat

~x∈W1∩W2

en
~x∈ X∩ (W1∩W2) = {~0}

Dit bewijst (1.17). We combineren nu alle gegevens, gebruikmakende van stelling 1.5.2: (1.16)
vertelt ons dat

dim(W1) = dim(X)+dim(W1∩W2)

en uit (1.17) volgt dat
dim(W1+W2) = dim(X)+dim(W2)

Eliminatie van dim(X) geeft onmiddellijk de gevraagde formule.
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Hoofdstuk 2

Lineaire Afbeeldingen en Matrices

2.1 Lineaire afbeeldingen

Definitie 2.1.1. Neem twee vectorruimten V en W, en een functie f: V → W. We noemen f
eenlineaire afbeeldingof homomorfismeindien voldaan is aan een van de volgende equivalente
eigenschappen:

1. f(~a+~b) = f (~a)+ f (~b) en f(α~a) = α f (~a), voor elke~a,~b∈V enα ∈K;

2. f(α~a+β~b) = α f (~a)+β f (~b), voor elke~a,~b∈V enα,β ∈K;

3. f(∑n
i=1αi~ai) = ∑n

i=1αi f (~ai), voor elke~ai ∈V, αi ∈K.

Een lineaire afbeelding is dus een afbeelding die lineaire combinaties omzet in lineaire combina-
ties. Ze bewaart de optelling en de scalaire vermenigvuldiging.

Voorbeelden 2.1.2.1) f : R3 →R2 gedefinieerd door

f (a,b,c) = (a,b).

2) f : R→ R gedefinieerd door
f (x) = mx,

waarbijm een vast gegeven getal is. Elke lineaire afbeeldingR→ R is van deze vorm. Inderdaad,
onderstelf : R→ R lineair. Dan is

f (x) = f (x.1) = f (1)x,

voor elkex∈ R.

3) f : Rn[X]→ Rn−1[X] gedefinieerd door

f (P) = P′.
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4) f : R2 →R2 gedefinieerd door

f (x,y) = (cos(θ)x−sin(θ)y,sin(θ)x+cos(θ)y),

waarbijθ ∈R gegeven is. Meetkundig gezien isf een rotatie om de oorsprong(0,0) over de hoek
θ in hetxy-vlak.

5) f : R[X]→ R gedefinieerd door

f (P) =
∫ b

a
P(x)dx

voor elke veeltermP, waarbija,b∈ R gegeven zijn.

6) Onderstel datV een vectorruimte is, en noteer 1V : V →V voor deidentieke afbeelding. Deze
wordt gedefinieerd door 1V(~v) =~v, voor elke~v∈V. 1V is steeds een lineaire afbeelding.

Stelling 2.1.3.Onderstel dat f: V →W lineair is. Dan is f(~0) =~0.

Stelling 2.1.4.Onderstel dat f: V →W en g: W → X lineaire afbeeldingen zijn. Dan is g◦ f :
V → X ook een lineaire afbeelding.

Stelling 2.1.5.Onderstel dat f, g : V →W lineaire afbeeldingen zijn, en datα ∈K. Dan zijn de
afbeeldingen f+g enα f , gedefinieerd door

f +g : V →W :~a 7→ f (~a)+g(~a)

en
α f : V →W :~a 7→ α f (~a)

ook lineaire afbeeldingen.

Bewijs. Bewijs zelf als oefening de drie bovenstaande stellingen.

Stelling 2.1.6. Onderstel dat V= V1⊕V2 de directe som van twee deelruimten van een vector-
ruimte is. Dan is de afbeelding f: V →V1 gedefinieerd door

f (~v) =~v1

indien~v=~v1+~v2, met~v1 ∈V1 en~v2 ∈V2 een lineaire afbeelding, die voldoet aan de eigenschap

f ◦ f = f .

We noemen f deprojectievan V op V1 evenwijdigmet V2.

Bewijs. Voor~v∈V is de ontbinding~v=~v1+~v2, met~v1 ∈V1 en~v2 ∈V2 uniek, zodat de afbeelding
f welgedefinieerd is.f is lineair: als~v=~v1+~v2 en~w= ~w1+~w2, met~v1, ~w1 ∈V1 en~v2, ~w2 ∈V2,
dan is

~v+~w= (~v1+~w1)+(~v2+~w2),

zodat
f (~v+~w) =~v1+~w1 = f (~v)+ f (~w).

Tenslotte is
f (α~v) = f (α~v1+α~v2) = α~v1 = α f (~v).
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2.2 Kern en beeld van een lineaire afbeelding

Definitie 2.2.1.Voor een lineaire afbeelding f: V →W tussen twee vectorruimten V en W noteren
we

Ker( f ) = f−1{~0} = {~x∈V | f (~x) =~0} (2.1)

Im( f ) = f (V) = { f (~x) |~x∈V} (2.2)

We noemenKer( f ) dekern en Im( f ) hetbeeldvan de lineaire afbeelding f .

Stelling 2.2.2.Ker( f ) is een deelruimte van V enIm( f ) is een deelruimte van W.

Bewijs. Als~a,~b∈ Ker( f ) enα,β ∈K, dan is

f (α~a+β~b) = α f (~a)+β f (~b) =~0

en hieruit volgt dat ookα~a+β~b∈Ker( f ). Op analoge manier kunnen we aantonen dat een lineaire
combinatie van twee vectoren in het beeld vanf nog steeds in het beeld vanf ligt.

In de volgende stelling zullen we injectieve lineaire afbeeldingen karakteriseren aan de hand van
hun kern. Herhaal dat een afbeeldingf : A → B tussen twee verzamelingeninjectief genoemd
wordt als geldt dat geen twee verschillende elementen vanA hetzelfde beeld kunnen hebben:

∀a, a′ ∈ A : f (a) = f (a′) =⇒ a= a′.

Stelling 2.2.3.Voor een lineaire afbeelding f: V →W zijn de volgende uitspraken equivalent:

1. f is injectief;

2. Ker( f ) = {~0};

3. Het beeld onder f van een stel lineair onafhankelijke vectoren in V is lineair onafhankelijk
in W.

Bewijs. 1.⇒ 2. is duidelijk, aangezienf (~x) =~0= f (~0) per definitie impliceert dat~x=~0.
2.⇒ 1. Onderstel dat Ker( f ) = {~0}. Als f (~a) = f (~b), dan isf (~a−~b) =~0, en dus~a−~b∈ Ker( f ),
en~a=~b.
2.⇒ 3. Onderstel dat{~a1, . . . ,~an} lineair onafhankelijk is inV. Als nu

n

∑
i=1

αi f (~ai) =~0

dan geldt, vanwege de lineariteit vanf dat

f
(

n

∑
i=1

αi~ai
)

=~0,
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zodat
n

∑
i=1

αi~ai =~0

want Ker( f ) = {~0}. Maar dan moet

α1 = · · ·= αn = 0

omdat de~ai lineair onafhankelijk zijn. Dus is{ f (~a1), . . . , f (~an)} lineair onafhankelijk inW.
3.⇒ 2. Onderstel dat het beeld van een lineair onafhankelijk stel vectoren inV lineair onafhanke-
lijk is in W. Neem~a 6=~0. Dan is{~a} lineair onafhankelijk inV, en dus{ f (~a)} lineair onafhankelijk
in W, en f (~a) 6=~0. A fortiori Ker( f ) = {~0}.

Een afbeeldingf : A→ B wordtsurjectief genoemd indien elk element vanB het beeld is van een
element uitA:

∀b∈ B, ∃a∈ A : f (a) = b

Voor surjectieve lineaire afbeeldingen hebben we een eigenschap die analoog is aan stelling 2.2.3:

Stelling 2.2.4.Voor een lineaire afbeelding f: V →W zijn de volgende uitspraken equivalent:

1. f is surjectief;

2. Im( f ) =W;

3. Alsvect(A) =V, dan isvect( f (A)) =W.

Bewijs. 1.⇔ 2. is triviaal
2.⇔ 3. volgt uit de volgende redenering: voorA⊂V geldt

vect( f (A)) = {
n

∑
i=1

αi f (~ai) | n∈ N0,αi ∈K, ~ai ∈ A}

= { f
(

n

∑
i=1

αi~ai
)

| n∈ N0,αi ∈K, ~ai ∈ A}

= f (vect(A)),

zodat f surjectief en vect(A) = V impliceren dat vect( f (A)) = f (V) = W. Omgekeerd, als
vect(A) =V impliceert dat vect( f (A)) =W, dan volgt uit vect(V) =V dat f (V) = vect( f (V)) =
W.

Een afbeelding die tegelijkertijd injectief en surjectiefis wordtbijectief genoemd. Men kan aan-
tonen datf : A→ B een bijectie is als en slechts als er een afbeeldingg : B→ A bestaat zodanig
datg◦ f = 1A en f ◦g= 1B. We noteren dang= f−1, en noemeng de inversevan f . Merk op dat
voora∈ A, b∈ B geldt:

f−1(b) = a ⇐⇒ f (a) = b (2.3)
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Definitie 2.2.5. Een bijectieve lineaire afbeelding noemen we ook eenisomorfisme. Als er een
isomorfisme bestaat tussen twee vectorruimten V en W dan zeggen we dat deze twee vectorruimten
isomorfzijn, en we noteren dit door V∼=W.

Stelling 2.2.6.Als f : V →W een isomorfisme is, dan is het beeld van elke basis van V een basis
van W. Bijgevolg hebben (eindigdimensionale) isomorfe vectorruimten dezelfde dimensie.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de twee voorgaande stellingen 2.2.3 en 2.2.4.

Stelling 2.2.7.Als f : V →W een isomorfisme is, dan is ook de inverse afbeelding f−1 : W →V
een isomorfisme.

Bewijs. We hoeven enkel aan te tonen datf−1 lineair is: voor elkeα, β ∈ K en ~w1, ~w2 ∈ W
hebben we

f−1(α~w1+β~w2) = f−1(α f ( f−1(~w1))+β f ( f−1(~w2))
)

= f−1( f
(

α f−1(~w1)+β f−1(~w2)
))

= α f−1(~w1)+β f−1(~w2).

Stelling 2.2.8.Als f : V → W en g: W → X isomorfismen zijn, dan is ook g◦ f : V → X een
isomorfisme.

Bewijs. Oefening

Stelling 2.2.9.Voor elke vectorruimte V is1V : V →V een isomorfisme.

Bewijs. Oefening

Merk op dat de drie voorgaande eigenschappen ons vertellen dat de relatie “is isomorf met” een
equivalentierelatie is.

Onderstel nu datV een eindigdimensionale vectorruimte is, met basis

E = {~e1,~e2, . . . ,~en}

We zullen vanaf nu impliciet aannemen dat de volgorde van de elementen vanE vastligt — in
principe was dit tot nu toe niet zo, aangezienE een verzameling is — enE eengeordende basis
noemen.
Bekijk nu de volgende afbeeldingf : V → Kn. Voor elke~v ∈ V bestaat er een uniekn-tal
(α1,α2, . . . ,αn) zodanig dat

~v=
n

∑
i=1

αi~ei

We stellen
f (~v) = (α1,α2, . . . ,αn)

26



en noemen(α1,α2, . . . ,αn) decoördinaten van~v ten opzichte van de geordende basisE. Om re-
denen die verderop duidelijk zullen worden, noteren we de elementen van hetn-tal (α1,α2, . . . ,αn)
soms liever in een kolom:













α1

α2
...

αn













We zullen ook volgende notatie gebruiken:

f (~v) = [~v]E =













α1

α2
...

αn













Stelling 2.2.10.Voor elke n-dimensionale vectorruimte V met geordende basis E geldt dat

[•]E : V−→Kn : ~v 7→ [~v]E

een isomorfisme is.

Bewijs. Oefening.

Stelling 2.2.10 heeft als belangrijk gevolg dat de eindigdimensionale vectorruimten op isomorfisme
na door hun dimensie geklasseerd worden:

Gevolg 2.2.11.Alsdim(V) = dim(W) = n, dan is

V ∼=W ∼=Kn.

We hebben gezien dat het bestaan van een isomorfismef : V → W impliceert datV enW de-
zelfde dimensie hebben. Wat kunnen we zeggen als er gewoon een lineaire afbeeldingf : V →W
gegeven is? Het antwoord wordt gegeven door de volgende stelling, ook bekend als de tweede
dimensiestelling:

Stelling 2.2.12. (Tweede dimensiestelling)Onderstel dat V een eindigdimensionale vectorruimte
is, en f : V →W lineair. Dan is

dim(Ker( f ))+dim(Im( f )) = dim(V).

Bewijs. OmdatV eindigdimensionaal is, weten we dat ook Ker( f ) eindigdimensionaal is (cf. stel-
ling 1.4.16). Neem een basis{~v1, . . . ,~vk} van Ker( f ), en vul deze aan tot een basis

{~v1, . . . ,~vk,~vk+1, . . . ,~vn}
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vanV (stelling 1.4.13). Stel nuX = vect{~vk+1, . . . ,~vn}, dan geldt vanwege stelling 1.5.1 dat

V = Ker( f )⊕X

Bekijk nu de beperking van de functief tot X:

g= f|X : X → Im( f )

We beweren datg een isomorfisme is:
g is injectief: voor elke~x∈ X geldt:

g(~x) =~0 =⇒ f (~x) =~0

=⇒ ~x∈ Ker( f )∩X = {~0},

en dus is Ker(g) = {~0}.
g is surjectief: neem~y∈ Im( f ). Dan bestaat er een~x∈ V zodanig datf (~x) =~y. Als we zouden
weten dat~x∈ X, dan is het gestelde bewezen. In het algemeen is~x /∈ X, maar wel hebben we dat
~x=~x1+~x2 met~x1 ∈ Ker( f ) en~x2 ∈ X. Hieruit volgt dat

~y= f (~x) = f (~x1)+ f (~x2) = f (~x2) = g(~x2)

aangezien~x2 ∈ X. Dit toont aan datg surjectief is.
Uit het bovenstaande volgt nu dat

dim(V) = dim(Ker( f ))+dim(X) = dim(Ker( f ))+dim(Im( f )),

en dit bewijst onze stelling.

Gevolg 2.2.13(Stelling van het alternatief). Onderstel dat V en W vectorruimten zijn metdezelfde
dimensie, en dat f: V →W een lineaire afbeelding is. Volgende eigenschappen zijn equivalent:

1. f is een isomorfisme;

2. f is injectief;

3. f is surjectief.

Bewijs. 1.⇒ 2. en 1.⇒ 3. zijn triviaal.
2.⇒ 1. Als f injectief is, dan heeft Ker( f ) = {~0} dimensie 0, en dan volgt uit voorgaande stelling
dat

dim(Im( f )) = dim(V) = dim(W)

en dus moet Im( f )=W, vanwege stelling 1.4.16. Dusf is surjectief, en daardoor een isomorfisme.
3.⇒ 1. Als f surjectief is, dan is

dim(Im( f )) = dim(W) = dim(V)

en dus is dim(Ker( f )) = 0 vanwege de vorige stelling. Maar dan is Ker( f ) = {~0}, en dus isf ook
injectief, en daardoor een isomorfisme.
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We beëindigen deze paragraaf met enige terminologie — waarvan we verderop enkel de vetge-
drukte woorden nog zullen gebruiken. Zoals reeds vermeld, wordt een lineaire afbeelding ook een
homomorfismegenoemd. Een lineaire surjectie wordt ookepimorfismegenoemd, en een lineaire
injectie eenmonomorfisme. Eenendomorfismeis een lineaire afbeelding van een vectorruimte
naar zichzelf, en eenautomorfismeeen isomorfisme van een vectorruimte naar zichzelf. Een ander
woord voor endomorfisme islineaire operator. Een lineaire afbeelding die aankomt inR of C
(beschouwd als vectorruimten) heet eenlineaire vorm.

2.3 De vectorruimte van de lineaire afbeeldingen

Onderstel datV enW vectorruimten zijn. De verzameling van alle lineaire afbeeldingen vanV
naarW zullen we noteren door

HomK(V,W) = { f ∈WV | f is een lineaire afbeelding}

De indexK wordt weggelaten indien er geen verwarring mogelijk is. Uitstelling 2.1.5 en stelling
1.2.2 volgt onmiddellijk dat

Stelling 2.3.1.HomK(V,W) is een deelruimte van WV .

In het vervolg zullen we een beschrijving geven van HomK(V,W) indienV enW eindigdimensio-
naal zijn.
Uit stelling 2.1.4 volgt dat de samenstelling van functies een afbeelding

◦ : HomK(V,W)×HomK(W,X)−→HomK(V,X)

definieert, voor elk drietal vectorruimtenV, W enX. IndienV =W = X, dan krijgen we dus een
afbeelding

◦ : HomK(V,V)×HomK(V,V)−→HomK(V,V)

HomK(V,V) voldoet aan de volgende eigenschappen:

1. HomK(V,V) is een vectorruimte;

2. ◦ is associatief;

3. 1V ◦ f = f ◦1V = f , voor elke f ∈ HomK(V,V);

4. ◦ is distributief ten opzichte van+:

f ◦ (g+h) = ( f ◦g)+( f ◦h)

( f +g)◦h = ( f ◦h)+(g◦h)

voor alle f , g, h∈ HomK(V,V).

We vatten deze eigenschappen samen door te zeggen dat HomK(V,V) eenK-algebrais.
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2.4 Matrices

De matrix van een lineaire afbeelding

Onderstel datV enW vectorruimten zijn, en dat

E = {~e1, . . . ,~en}

een basis voorV is. Neem nu een lineaire afbeeldingf : V → W. We merken eerst op datf
volledig bepaald is door het geven van de beelden van den basisvectoren. Inderdaad, als we

f (~e1), . . . , f (~en)

kennen, dan kennen we voor elke~v= ∑n
i=1xi~ei ook

f (~v) =
n

∑
i=1

xi f (~ei)

Onderstel nu bovendien datW eindigdimensionaal is, met basis

F = {~f1, . . . , ~fm}

Elk van den vectorenf (~ei) wordt gegeven door zijnm coördinaten ten opzichte van de basisF.
De lineaire afbeeldingf is dus volledig bepaald als we dem coördinaten van de beelden van de
n basisvectoren vanV kennen. We moeten dus in het totaalnm getallen kennen om de lineaire
afbeelding f volledig te bepalen. We noteren dezemn getallen in een tabel metm rijen en n
kolommen, waarbij we de volgende overeenkomst maken : in dei-de kolom van de tabel schrijven
we dem coördinaten van het beeld van dei-de basisvector~ei . We noemen deze tabel dematrix
van de lineaire afbeeldingf ten opzichte van de basissenE enF, en we noteren dit als volgt:

[ f ]F,E =













a11 a12 · · · a1i · · · a1n

a21 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
...

...

am1 am2 · · · ami · · · amn













(2.4)

Formule (2.4) betekent dus dat, voori = 1, . . . ,n:

f (~ei) = a1i~f1+a2i~f2+ · · ·+ami~fm (2.5)

=
m

∑
j=1

a ji~f j

en dus, voor~v=
n

∑
i=1

xi~ei

f (~v) =
n

∑
i=1

xi f (~ei)
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=
n

∑
i=1

xi

m

∑
j=1

a ji~f j

=
m

∑
j=1

(

n

∑
i=1

a jixi
)

~f j (2.6)

De coördinaten vanf (~v) zijn dus












a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn

a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn
...

am1x1+am2x2+ · · ·+amnxn













=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

























x1

x2
...

xn













(2.7)

Met andere woorden als we de coördinaten van~v noteren door de kolommatrixX, en de matrix
[ f ]F,E van de lineaire afbeeldingf doorA, dan worden de coördinaten vanf (~v) gegeven doorAX.
We hebben dus volgende formule:

[ f (~v)]F = [ f ]F,E[~v]E.

We hebben de coördinaten van~v hier geschreven als een kolom, die we ook als een matrix kunnen
beschouwen (een matrix met slechts één kolom). Als we overeenkomen dat we matrices door
hoofdletters zullen voorstellen, dan rechtvaardigt dit denotatieX voor de coördinaten van~v.
Het product van de matricesA enX wordt dan per definitie gegeven door (2.7). Verderop zullen
we deze definitie veralgemenen.
De matrix

A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













wordt eenm×n-matrix genoemd (m rijen enn kolommen). Het is de gewoonte om als eerste index
de rij-index te nemen, en als tweede index de kolomindex. De verzameling van allem×n matrices
wordt als volgt genoteerd:

Mm,n(K) = {A | A is eenm×n matrix met elementen uitK}

De vermelding(K) wordt soms weggelaten, indien er geen verwarring mogelijk is. Een andere
veelgebruikte notatie hiervoor isKm×n.
Indien f eng twee lineaire afbeeldingen zijn, met matricesA enB, met elementen respectievelijk
ai j enbi j , dan is het gemakkelijk om aan te tonen dat de matrix van de lineaire afbeeldingf +g
ai j +bi j als elementen heeft. Op dezelfde manier zien we dat de matrixvanα f als elementenαai j

heeft. Vandaar de volgende definitie voor de som en de scalaire vermenigvuldiging vanm× n-
matrices:













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













+













b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn













=
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a11+b11 a12+b12 · · · a1n+b1n

a21+b21 a22+b22 · · · a2n+b2n
...

...
...

am1+bm1 am2+bm2 · · · amn+bmn













en

α













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













=













αa11 αa12 · · · αa1n

αa21 αa22 · · · αa2n
...

...
...

αam1 αam2 · · · αamn













Met deze notaties hebben we de volgende eigenschap:

Stelling 2.4.1.Mm,n(K) is een vectorruimte, en de afbeelding

[•]F,E : HomK(V,W)−→Mm,n(K)

is een isomorfisme. Bovendien geldt dat

dim(Mm,n(K)) = dim(HomK(V,W)) = mn.

Bewijs. Bewijs zelf als oefening dat Mm,n(K) een vectorruimte is. Hierboven toonden we reeds
aan dat[•]F,E lineair en bijectief is. Laten we tenslotte een basis zoekenvoor Mm,n(K).
Neem voorEi j de matrix die op plaats(i, j) een 1 staan heeft, en een 0 op alle andere plaatsen:

Ei j =















kolom j

0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

rij i 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0















Voor een matrixA= (ai j ) hebben we nu dat

A=
m

∑
i=1

n

∑
j=1

ai j Ei j

zodat{Ei j | i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,n} Mm,n(K) voortbrengt. Het is gemakkelijk te bewijzen dat
deEi j ook lineair onafhankelijk zijn.

Voorbeelden 2.4.2.1) Een lineaire afbeeldingf : R → Rn is volledig gegeven door het beeld
van 1∈ R, aangezienf (α) = α f (1), voor elkeα ∈ R. Als f (1) = (a1,a2, . . . ,an), dan is de
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matrix van f ten opzichte van de basissen{1} en de standaardbasis{(1,0, . . . ,0),(0,1, . . .,0),
. . . ,(0,0, . . . ,1)} de kolomvector













a1

a2
...

an













∈ Mn,1.

2) Onderstel datE = {~e1,~e2, . . . ,~en} een basis is van de vectorruimteV. De matrix van een lineaire
afbeelding

f : V−→R

ten opzichte van de basissenE en{1} wordt gegeven door de rijvector

(a1 a2 · · · an)

waarbijai = f (~ei).

3) Beschouw de vectorruimteR2, en identificeer deze met het vlak door middel van een (orthonor-
maal) assenstelsel. Wat is de matrix van de rotatief van het vlak rond de oorsprong over een hoek
θ? Met behulp van een tekening zien we gemakkelijk in dat

f (~e1) = cos(θ)~e1+sin(θ)~e2

f (~e2) = −sin(θ)~e1+cos(θ)~e2.

2.5 Het product van matrices

Onderstel datV, W enX vectorruimten zijn, en datE= {~e1,~e2, . . . ,~en}, F = {~f1,~f2, . . . ,~fm} enG=
{~g1,~g2, . . . ,~gr} basissen zijn voor respectievelijkV, W enX. Beschouw twee lineaire afbeeldingen
f : V →W eng : W → X.

Onderstel verder dat

[ f ]F,E = A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













en

[g]G,F = B=













b11 b12 . . . b1m

b21 b22 . . . b2m
...

...
...

br1 br2 · · · brm













.

Zoals we reeds gezien hebben, is de samenstelling

g◦ f : V−→X
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een nieuwe lineaire afbeelding. Wat is de matrix van deze nieuwe lineaire afbeelding, m.a.w, wat
is [g◦ f ]G,E?
Om deze vraag te beantwoorden moeten we de coördinaten kennen van de beelden van de basis-
vectoren vanV. We weten dat (cf. (2.5))

f (~ei) =
m

∑
j=1

a ji~f j

en, analoog,

g(~f j) =
r

∑
k=1

bk j~gk

waaruit volgt dat

(g◦ f )(~ei) =
m

∑
j=1

r

∑
k=1

a ji bk j~gk

=
r

∑
k=1

( m

∑
j=1

bk ja ji

)

~gk

Hiermee hebben we aangetoond dat[g◦ f ]G,E der ×n matrixC is met elementen

cki =
m

∑
j=1

bk ja ji

voork= 1, . . . , r, i = 1, . . . ,n. Vandaar de volgende definitie:

Definitie 2.5.1. Onderstel dat B∈ Mr,m(K) en A∈ Mm,n(K), met elementen bk j en aji , zoals
hierboven. Per definitie is hetproductBA van de matrices B en A de r×n matrix met elementen

cki =
m

∑
j=1

bk ja ji

voor k= 1, . . . , r, i = 1, . . . ,n.

We hebben dan ook onmiddellijk de eigenschap

Stelling 2.5.2.Als V,W en X eindigdimensionale vectorruimten zijn met basissen respectievelijk
E, F en G, en f: V →W, g : W → X lineaire afbeeldingen zijn, dan geldt dat de matrix van de
samenstelling g◦ f gegeven wordt door het product van de matrices van g en van f :

[g◦ f ]G,E = [g]G,F [ f ]F,E

Gevolg 2.5.3.Het product van matrices is associatief.

Bewijs. Twee bewijzen zijn mogelijk: ofwel past men stelling 2.5.2 toe, en beroept men zich
op de associativiteit van de samenstelling van afbeeldingen, ofwel bewijst men de eigenschap
rechtstreeks uit de definitie.

34



Opmerkingen 2.5.4.1) Merk op dat het product van eenm×n en eenn′× r-matrix alleen gede-
finieerd is alsn= n′;

2) Men kan definitie 2.5.1 ook als volgt bekijken: om het element met indicesk eni van het product
van de matricesB enA te berekenen, neemt men dek-de rij vanB, en men vermenigvuldigt deze
met dei-de kolom vanA.

3) IndienB enA beiden×n-matrices zijn, dan is zowelBA alsAB gedefinieerd. Beide producten
zijn echter meestal niet gelijk, met andere woorden het product van matrices isniet commutatief.
Dit blijkt uit het volgende eenvoudige voorbeeld:

(

1 1

0 1

)(

1 0

0 0

)

=

(

1 0

0 0

)

(

1 0

0 0

)(

1 1

0 1

)

=

(

1 1

0 0

)

De eenheidsmatrix

Neem eenn-dimensionale vectorruimteV met basisE, en bekijk de identiteit

1V : V →V

De matrix van deze afbeelding is

In =













1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1













∈ Mn,n(K)

In wordt deeenheidsmatrixgenoemd, en voldoet aan:

InA= AIn = A

De inverse van een matrix

Onderstel datg : V →V een lineaire afbeelding is, waarbijV eenn-dimensionale vectorruimte is
met basisE. Dan isA= [g]E,E ∈ Mn,n(K).
Indieng een isomorfisme is, dan bestaat de inverse afbeeldingg−1 : V → V. De matrix vang−1

noemen we per definitie deinversevan de matrixA. We noteren deze

A−1 = [g−1]E,E

Aangezieng◦g−1 = g−1◦g= 1V , geldt:

AA−1 = A−1A= In
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voor elke matrixA die de matrix is van een isomorfisme.
Omgekeerd, als er eenn×n-matrixB bestaat zodanig dat

AB= BA= In

dan isg een isomorfisme: neem voorh de lineaire afbeelding dieB als matrix heeft, dan geldt:

g◦h= h◦g= 1V

Definitie 2.5.5.Een n×n-matrix A wordt eenreguliere matrixgenoemd als deze de matrix is van
een isomorfisme, of, equivalent, indien deze matrix een inverse bezit voor de vermenigvuldiging
van matrices. Een matrix die niet regulier is wordt ooksingulier genoemd.

Het is duidelijk dat niet elke matrix regulier is, aangezienniet elke lineaire afbeelding een iso-
morfisme is! We zullen in een volgend hoofdstuk verdere karakteriseringen zien van reguliere
matrices, en ook methoden om de inverse van een matrix te berekenen. Laten we alvast volgende
eigenschappen bewijzen.

Stelling 2.5.6.Als A, B∈ Mn,n(K) regulier zijn, dan is ook AB regulier. Verder is

(AB)−1 = B−1A−1

Bewijs. ABB−1A−1 = In enB−1A−1AB= In.

Stelling 2.5.7.Als A∈ Mn,n(K) regulier is, en B, C∈ Mnm(K), dan geldt

AB= AC =⇒ B=C

Bewijs. Als AB= AC, dan isB= A−1AB= A−1AC=C.

Als A singulier is, dan is stelling 2.5.7 niet langer waar. Dit blijkt uit volgend voorbeeld:
(

1 0

1 0

)(

1 1

a b

)

=

(

1 1

1 1

)

voor elkea, b∈K.

2.6 Verandering van basis

De overgangsmatrix

We beschouwen weer eenn-dimensionale vectorruimteV. Onderstel nu dat twee verschillende
geordende basissenE enE′ vanV gegeven zijn:

E = {~e1, . . . ,~en}

E′ = {~e1
′, . . . ,~en

′}
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Wat is dan het verband tussen de coördinaten van een vector~v in de twee coördinatenstelsels? Om
deze vraag te beantwoorden nemen we één van de basisvectoren~ej

′, en schrijven deze als een
lineaire combinatie van de~ei :

~ej
′ =

n

∑
i=1

mi j~ei

of, equivalent:

[~ej
′]E =













m1 j

m2 j
...

mn j













Neem~v∈V, en onderstel

[~v]E =













a1

a2
...

an













en [~v]E′ =













a′1

a′2
...

a′n













Dan is

~v=
n

∑
i=1

ai~ei =
n

∑
j=1

a′j~ej
′

=
n

∑
j=1

a′j
n

∑
i=1

mi j~ei

=
n

∑
i=1

(

n

∑
j=1

mi j a
′
j

)

~ei

zodat

ai =
n

∑
j=1

mi j a
′
j (2.8)

De matrix

M =













m11 m12 · · · m1n

m21 m22 · · · m2n
...

...
...

mn1 mn2 · · · mnn













wordt deovergangsmatrixgenoemd. Met deze notatie kunnen we (2.8) herformuleren:

[~v]E = M[~v]E′ (2.9)

Op analoge manier kunnen we een matrixM′ opstellen die toelaat om[~v]E′ te berekenen als we
[~v]E kennen. We zullen aantonen datM′ de inverse is van de matrixM. We hebben

~ei =
n

∑
k=1

m′
ki~ek

′
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zodat

~ej
′ =

n

∑
i=1

mi j~ei

=
n

∑
i=1

mi j

n

∑
k=1

m′
ki~ek

′

=
n

∑
k=1

(

n

∑
i=1

m′
kimi j

)

~ek
′

en
n

∑
i=1

m′
kimi j = δk j

of
M′M = In

Op dezelfde manier kunnen we aantonen datMM′ = In. Hiermee hebben we volgende eigenschap
bewezen:

Stelling 2.6.1.Onderstel dat E en E′ twee basissen zijn voor een eindigdimensionale vectorruimte
V , en dat de elementen mi j van de matrix M gegeven worden door de formule

~ej
′ =

n

∑
i=1

mi j~ei

Dan is M regulier en voor elke~v∈V hebben we dat

[~v]E = M[~v]E′ en [~v]E′ = M−1[~v]E

Opmerking 2.6.2. We kunnen de verandering van basis vanE′ naarE ook anders bekijken. Als
we de lineaire afbeelding 1V beschouwen, kunnen we haar matrix bepalen ten opzichte van de
basissenE′ enE. We krijgen dus[1V ]E,E′ waarvoor geldt[1V(~v)]E = [1V ]E,E′[~v]E′. Maar doordat
1V de identieke afbeelding is, geldt 1V(~v) = ~v zodat [~v]E = [1V ]E,E′[~v]E′. Hieruit volgt dat de
matrix M van hierboven juist gelijk is aan[1V ]E,E′. Inderdaad, in[1V ]E,E′ zijn de kolommen de
coördinaten van de beelden van de vectoren van de basisE′ ten opzichte van de basisE. Vermits
deze beelden gelijk zijn aan de vectoren vanE′, krijgen we juistmi j op plaats(i, j) van[1V ]E,E′.

We vinden analoog datM−1 = [1V]E′,E.

De overgangsformules voor de matrix van een lineaire afbeelding

We behouden de notaties van hierboven:V is eenn-dimensionale vectorruimte met twee gegeven
geordende basissenE enE′. Onderstel datW een vectorruimte is met dimensiem, met basissen

F = {~f1, . . . , ~fm}

F ′ = {~f ′1, . . . , ~f
′
m}
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en datf : V →W een lineaire afbeelding is. Wat is nu het verband tussen de matricesA= [ f ]F,E
enA′ = [ f ]F ′,E′?
Onderstel datN dem×m-matrix is met elementennlk, waarbij

~fk
′ =

m

∑
l=1

nlk~fl

Gebruik makend van stelling 2.6.1 vinden we, voor elke~v∈V en~w∈W

[~v]E = M[~v]E′

[~w]F ′ = N−1[~w]F

zodat

[ f (~v)]F ′ = N−1[ f (~v)]F
= N−1A[~v]E
= N−1AM[~v]E′

zodat
A′ = N−1AM

Samengevat:

Stelling 2.6.3.Beschouw een lineaire afbeelding f: V →W, en basissen E en E′ van V en F en
F ′ van W. Als de matrices M en N gegeven zijn door de formules

~ej
′ =

n

∑
i=1

mi j~ei en ~fk
′ =

m

∑
l=1

nlk~fl

dan is
[ f ]F ′,E′ = N−1[ f ]F,EM

Opmerking 2.6.4. Omgekeerd, indienA de matrix is van een lineaire afbeelding, enM ∈ Mn,n(K)
enN∈Mm,m(K) reguliere matrices zijn, dan zijn de matricesAenN−1AM de matrices van dezelfde
lineaire afbeelding, maar ten opzichte van verschillende basissen. Schrijf zelf op welke nieuwe
basissenE′ enF ′ we moeten kiezen omN−1AM als nieuwe matrix te krijgen.

Opmerking 2.6.5. Bovenstaande formules kunnen ook overzichtelijk geschreven worden door
de overgangsmatrices te noteren aan de hand van de matrices van de identieke afbeeldingen (zie
opmerking 2.6.2):

[ f ]F ′,E′ =
(

[1W]F,F′

)−1
[ f ]F,E[1V ]E,E′

of
[ f ]F ′,E′ = [1W]F ′,F [ f ]F,E[1V ]E,E′
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Gevolg 2.6.6.Beschouw een lineaire afbeelding f: V → V, en basissen E en E′ van V. Als de
matrix M gegeven wordt door de formule

~ej
′ =

n

∑
i=1

mi j~ei

dan is
[ f ]E′,E′ = M−1[ f ]E,EM

Voorbeeld 2.6.7.Onderstel datV = Rn enW = Rm, en datE enF de standaardbasissen zijn van
Rn enRm. Schrijf

E′ = {E1, . . . ,En} en F ′ = {F1, . . . ,Fm}

waarbij deEi enFj kolomvectoren zijn. Dan is

M = (E1 E2 · · · En) en N = (F1 F2 · · · Fm)

Als X ∈ Rn een kolomvector is, dan is

[X]E = X en [X]E′ = M−1X

Zij A∈ Mm,n(R). Als
f : Rn → Rm : X 7→ AX

de afbeelding is die de kolomvectorX afbeeldt opAX, dan is[ f ]F,E = A, en

[ f ]F ′,E′ = N−1AM

2.7 De rang van een matrix

Definitie 2.7.1. Neem een lineaire afbeelding f: V → W. De dimensie van het beeldIm( f )
noemen we ook derang van f :

rg( f ) = dimK(Im( f ))

De rang van de m×n-matrix A is de rang van de lineaire afbeelding

mA : Kn−→Km : X 7→ AX

Voor eenm×n-matrixA kunnen we de definitie als volgt herschrijven: noteer

A= (A1 A2 · · · An)

waarbij

A j =













a1 j

a2 j
...

am j
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de j-de kolom vanA is. Dan is

Im(mA) = vect{A1,A2, . . . ,An} ⊂Km

en dus is
rg(A) = dim(vect{A1,A2, . . . ,An})

het maximaal aantal lineair onafhankelijke kolommen (inKm) onder de kolommen vanA:

Stelling 2.7.2.De rang van een matrix A is het maximaal aantal lineair onafhankelijke kolommen
van A.

Stelling 2.7.3.Onderstel dat f: V →W een lineaire afbeelding is en dat E, F basissen zijn voor
respectievelijk V en W. Als A= [ f ]F,E, dan is

rg(A) = rg( f )

Bewijs. Onderstel dat dim(V) = n, dim(W) = m. Dan isA eenm×n-matrix. Bekijk de coördi-
naatafbeelding

[•]E : V →Kn

Voor elke~v∈V geldt dat
[ f (~v)]F = A[~v]E = mA([~v]E) (2.10)

en dus beperkt[•]E zich tot een afbeelding

g : Ker( f )→ Ker(mA)

g is injectief, omdat[•]E injectief is.g is ook surjectief: neemX ∈ Ker(mA)⊂Kn, en~v∈V zodat
[~v]E = X. Uit (2.10) volgt dan dat

[ f (~v)]F = A[~v]E = AX = 0

en dus isf (~v) =~0, en~v∈ Ker( f ). Aangezien

g(~v) = [~v]E = X

volgt datg surjectief is. Dus isg een isomorfisme, en

Ker( f )∼= Ker(mA)

Tenslotte is

rg(A) = dim(Im(mA)) = n−dim(Ker(mA))

= n−dim(Ker( f )) = dim(Im( f )) = rg( f )

Gevolg 2.7.4.Beschouw een m×n-matrix A, een reguliere n×n-matrix M, en een reguliere m×m-
matrix N. Dan geldt

rg(N−1AM) = rg(A)
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Bewijs. Bekijk de lineaire afbeelding

mA : Kn →Km

gegeven doormA(X) = AX. Per definitie is rg(A) = rg(mA). Maar om rg(mA) te berekenen mogen
we met gelijk welke basissen vanKn enKm werken (door stelling 2.7.3). We nemen de volgende
basissen:
de basisF ′ vanKm die bestaat uit de kolommen vanN;
de basisE′ vanKn die bestaat uit de kolommen vanM.
Vanwege stelling 2.6.3 is de matrix vanmA tenopzichte vanE′ enF ′:

[mA]F ′,E′ = N−1AM

en dus is rg(mA) = rg(N−1AM), en de gewenste eigenschap volgt.

We willen nu aantonen dat de rang van een matrixA ook het maximaal aantal lineair onafhankelijke
rijen is. Daartoe voeren we eerst degetransponeerdevan een matrixA in: dit is de matrix met
dezelfde elementen alsA, maar met rijen en kolommen omgewisseld.

Definitie 2.7.5. Degetransponeerdevan de matrix

A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













∈ Mm,n

is de matrix

At =













a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
...

a1n a2n · · · amn













∈ Mn,m

De volgende eigenschap zegt dat de getransponeerde van het product van twee matrices gelijk is
aan het product van de getransponeerden, in omgekeerde volgorde.

Stelling 2.7.6.Voor elke m×n-matrix A, en n× p-matrix B geldt:

(AB)t = BtAt

Bewijs. Het element op plaats(i,k) in de matrixAB is

n

∑
j=1

ai j b jk
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en dit is tevens het element op plaats(k, i) in de matrix(AB)t. In de matrixBtAt vinden we op
plaats(k, i):

n

∑
j=1

b jkai j

en de gewenste formule volgt.

Stelling 2.7.7.De getransponeerde van een reguliere matrix is ook regulier.

Bewijs. Zij M ∈ Mn,n(K) een reguliere matrix. We moeten tonen datMt een invers heeft. Een
toepassing van voorgaande stelling toont dat(M−1)tMt = (MM−1)t = I t

n = In, alsookMt(M−1)t =
In. De getransponeerde van de inverse vanM is dus wel degelijk de inverse vanMt .

Stelling 2.7.8.De rang van elke matrix A is gelijk aan die van zijn getransponeerde

rg(A) = rg(At)

Bijgevolg is de rang van A gelijk aan het maximaal aantal lineair onafhankelijke rijen van A.

Bewijs. We bekijken weer de lineaire afbeelding

mA : Kn →Km

gegeven door linksvermenigvuldiging metA: mA(X) = AX. Onderstel dat rg(A) = rg(mA) = k.
Dan is dim(Ker(mA)) = n−k. Neem een basis{E′

k+1, . . . ,E
′
n} van Ker(mA), en vul deze aan tot

een basisE′ = {E′
1, . . . ,E

′
n} vanKn. StelX = vect{E′

1, . . . ,E
′
k}. In het bewijs van stelling 2.2.12

hebben we gezien dat
g= (mA)|X : X−→Im(mA)

een isomorfisme is. Stel nuF ′
i = AE′

i , voor i = 1, . . . ,k. Dan is{F ′
1, . . . ,F

′
k} een basis voor Im(mA),

en we kunnen deze aanvullen tot een basis{F ′
1, . . . ,F

′
m} vanKm.

De matrix vanmA tenopzichte van de standaardbasissen vanKn enKm is A; de matrix vanmA

tenopzichte van de basissenE′ enF ′ is

B=

(

Ik 0k(n−k)

0(m−k)k 0(m−k)(n−k)

)

waarbij we 0mn noteerden voor dem×n-matrix met enkel nul erin.
Door stelling 2.6.3 bestaan er reguliere matricesN enM zodat

B= N−1AM

Aangezien
Bt = MtAt(N−1)t

en

Bt =

(

Ik 0k(m−k)

0(n−k)k 0(n−k)(m−k)

)
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vinden we, met behulp van de voorgaande stellingen, dat

rg(At) = rg(Bt) = k= rg(A)

Stelling 2.7.9.Onderstel dat A∈ Mn,n(K). Dan is A regulier als en slechts alsrg(A) = n.

Bewijs. Beschouw de lineaire afbeeldingmA : Kn → Kn : X 7→ AX. Als A regulier is, dan ismA

een isomorfisme, zodat Im(mA) =Kn en rg(A) = n.
Omgekeerd, als rg(A) = n, dan ismA surjectief. Maar dan ismA een isomorfisme, door gevolg
2.2.13, en dan isA regulier.

Matrices in echelonvorm

In deze paragraaf zullen we zien hoe men in de praktijk de rangvan een matrix (en dus van een
lineaire afbeelding) kan bepalen.

Definitie 2.7.10. We zeggen dat een m×n-matrix A ingereduceerde rij echelon vormstaat als
voldaan is aan de volgende eigenschappen:

1. alle rijen van de matrix die volledig uit nullen bestaan staan onderaan in de matrix;

2. in elke andere rij is het eerste van nul verschillende element gelijk aan1; we noemen dit
element hethoofdelementvan de rij;

3. het hoofdelement op rij i+1 staat rechts van het hoofdelement op rij i, voor elke i;

4. als een kolom het hoofdelement van een bepaalde rij bevat,dan bevat die kolom voor de rest
enkel nullen.

Een matrix die voldoet aan de voorwaarden 1, 2 en 3 (maar niet noodzakelijk 4) staat inrij echelon
vorm. Een matrix A staat in(gereduceerde) kolom echelon vormals zijn getransponeerde At in
(gereduceerde) rij echelon vorm staat.

Voorbeelden 2.7.11.Volgende matrices staan in rij echelon vorm:

A=



















1 5 0 2 −2 4

0 1 0 3 4 8

0 0 0 1 7 −2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



















, B=













1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1
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en de volgende matrices staan in gereduceerde rij echelon vorm:

C=



















1 0 0 0 −2 4

0 1 0 0 4 8

0 0 0 1 7 −2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



















, D =













1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1













Het grote voordeel van een matrix in echelon vorm is dat de rang ervan onmiddellijk kan bepaald
worden:

Stelling 2.7.12.De rang van een matrix in rij (kolom) echelon vorm is gelijk aan het aantal van
nul verschillende rijen (kolommen).

Bewijs. NoteerR1,R2, . . . ,Rk voor de van nul verschillende rijen van een matrixA. Dan is rg(A) =
dim(vect{R1,R2, . . . ,Rk})≤ k. Het volstaat dus om aan te tonen dat dek rijen lineair onafhankelijk
zijn. Onderstel dat∑k

i=1 αiRi = 0. Schrijf

Ri = (ai1 · · · ain )

dan hebben we dus dat, voor elke kolomj:

k

∑
i=1

αiai j = 0 (2.11)

Neem in (2.11) voorj de kolomindex van het hoofdelement van de eerste rij. Dan zijn alle andere
ai j in die kolom 0, zodat noodzakelijkerwijzeα1 = 0.
We gaan verder per inductie: onderstel dat bewezen is datα1 = · · ·= αℓ−1 = 0. Neem nu in (2.11)
voor j de kolomindex van het hoofdelement van de rijRℓ. Dan volgt datαℓ = 0.
Per inductie volgt dat alleαℓ = 0, en bijgevolg zijn dek rijen R1,R2, . . . ,Rk lineair onafhankelijk.

Definitie 2.7.13.Beschouw een matrix A. Eenelementaire rij (kolom) operatieop A is een ope-
ratie van een van de volgende types:

• type I: verwisseling van twee rijen (kolommen);

• type II: vermenigvuldiging van een rij (kolom) met c6= 0;

• type III: optelling van c maal i-de rij (kolom) bij de j-de rij(kolom), waarbij i6= j.

Twee matrices A en B hetenrijequivalent (kolomequivalent) als B uit A kan verkregen worden
door het toepassen van elementaire rij (kolom) operaties.
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Stelling 2.7.14.Onderstel dat de matrix B met rijen S1, . . . ,Sn rijequivalent is met de matrix A met
rijen R1, . . . ,Rn. Dan is

vect{S1, . . . ,Sn}= vect{R1, . . . ,Rn}

en bijgevolg is
rg(A) = rg(B)

Een analoge eigenschap geldt voor kolomequivalente matrices.

Bewijs. We zien onmiddellijk dat de vectorruimte voortgebracht door de rijen van een matrix niet
verandert als we een elementaire rijoperatie toepassen.

Stelling 2.7.15.Elke matrix A is rijequivalent (kolomequivalent) met een matrix in rij (kolom)
echelon vorm.

Bewijs. Kijk naar de eerste kolomj in A met een van nul verschillend element erin. Verwissel de
rij waar dit element in voorkomt met de eerste rij, en deel de nieuwe eerste rij door dit element.
We krijgen dus een nieuwe matrixB met de eerstej −1 kolommen nul, enb1 j = 1. Trek van alle
andere rijenbi j maal de eerste rij af. We krijgen dan een nieuwe matrixC met de eerstej − 1
kolommen nul,c1 j = 1 enci j = 0 voor i > 1.
Herhaal nu de bovenstaande procedure voor de matrix







c2, j+1 · · · c2,n
...

...

cm, j+1 · · · cm,n







We krijgen dan een nieuwe matrixD, rijequivalent metA, waarvoor de eerstej −1 kolommen nul,
d1 j = d2k = 1, k> j, dpq = 0 voor p> 1 en j < q< k, di j = 0 voor i > 1 endik = 0 voor i > 2.
Herhaal deze procedure tot er onderaan in de matrix enkel nogrijen met enkel 0 erin voorkomen.
De matrix staat dan in echelonvorm.

Met behulp van stelling 2.7.15 kunnen we dus de rang van een matrix bepalen, en ook de vec-
torruimte voortgebracht door een stel vectoren in een eindigdimensionale ruimte. We kunnen ons
resultaat nog een beetje verscherpen:

Stelling 2.7.16.Elke matrix A is rijequivalent (kolomequivalent) met een matrix in gereduceerde
rij (kolom) echelon vorm.

Bewijs. Pas zelf het algoritme uit het bewijs van stelling 2.7.15 aanzodat we een matrix in gere-
duceerde rij (kolom) echelon vorm krijgen.

Voorbeeld 2.7.17.We beschouwen de matrix

A=













0 2 3 −4 1

0 0 2 3 4

2 2 −5 2 4

2 0 −6 9 7
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We zullen de matrixA in rijechelonvorm brengen, en hiervoor het algoritme uit het bewijs van
stelling 2.7.15 gebruiken. De eerste kolom is de eerste met een van nul verschillend element erin,
en dit staat op de derde rij. We verwisselen de eerste en de derde rij, en we krijgen de matrix

B1 =













2 2 −5 2 4

0 0 2 3 4

0 2 3 −4 1

2 0 −6 9 7













Deel nu de eerste rij vanB1 doorb11 = 2:

B2 =













1 1 −5
2 1 2

0 0 2 3 4

0 2 3 −4 1

2 0 −6 9 7













Tel nu−2 maal de eerste rij op bij de vierde rij:

B3 =













1 1 −5
2 1 2

0 0 2 3 4

0 2 3 −4 1

0 −2 −1 7 3













Vervolgens verwisselen we de tweede en derde rij vanB3 om een van nul verschillend element in
de positie(2,2) te krijgen:

B4 =













1 1 −5
2 1 2

0 2 3 −4 1

0 0 2 3 4

0 −2 −1 7 3













Deel de tweede rij vanB4 door 2:

B5 =













1 1 −5
2 1 2

0 1 3
2 −2 1

2

0 0 2 3 4

0 −2 −1 7 3













Tel 2 maal de tweede rij op bij de vierde rij:

B6 =













1 1 −5
2 1 2

0 1 3
2 −2 1

2

0 0 2 3 4

0 0 2 3 4
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Deel nu de derde rij door 2:

B7 =













1 1 −5
2 1 2

0 1 3
2 −2 1

2

0 0 1 3
2 2

0 0 2 3 4













Trek 2 maal de derde rij af van de vierde rij:

B8 =













1 1 −5
2 1 2

0 1 3
2 −2 1

2

0 0 1 3
2 2

0 0 0 0 0













De matrixB8 staat in rij echelon vorm, en is rijequivalent metA. We kunnen besluiten dat rg(A) =
rg(B8) = 3, en dat

{(1 1 −5
2 1 2) ,(0 1 3

2 −2 1
2 ) ,(0 0 1 3

2 2)}

een basis is voor de vectorruimte voortgebracht door de rijen van de matrixA.
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Hoofdstuk 3

Lineaire vari ëteiten en stelsels lineaire
vergelijkingen

3.1 Lineaire variëteiten

Beschouw de vectorruimteR3, en onderstel datW ⊂ R3 een deelruimte is. Er zijn dan vier moge-
lijkheden:

• dim(W) = 0. Dan isW = {~0}.

• dim(W) = 1. Dan isW = R~a, voor een van nul verschillende vector~a, enW is dan een
rechte door de oorsprong.

• dim(W) = 2. Dan isW =R~a+R~b, voor twee niet evenwijdige vectoren~a en~b, enW is een
vlak door de oorsprong.

• dim(W) = 3. Dan isW = R3.

De niet-triviale deelruimten vanR3 zijn dus de rechten en vlakken door de oorsprong. Rechten en
vlakken die niet door~0 gaan zijn uiteraard geen vectorruimten, maar we kunnen ze wel gemak-
kelijk beschrijven: neem een rechteW = R~a door de oorsprong. Voor elke vector~b ∈ R3 is de
verzamelingL =~b+R~a de rechte door~b en evenwijdig met~a. Inderdaad,L is de verzameling
vectoren van de vorm

~v=~b+α~a,
metα ∈ R. Dit is de vectorvergelijking van de rechte door~b en evenwijdig met~a.
Op dezelfde manier kunnen we elk vlak inR3 schrijven als de som~c+W, waarbijW een vlak door
de oorsprong is. Vandaar de volgende definitie:

Definitie 3.1.1. Onderstel dat V een vectorruimte is. Eenlineaire variëteitL is een deelverzame-
ling van V van de vorm

L =~a+W

waarbij~a∈V en W een deelruimte is van V .
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Laten we om te beginnen aantonen dat de deelruimteW uniek bepaald is door de lineaire variëteitL.

Stelling 3.1.2.Neem~a, ~a′ ∈V, en W, W′ deelruimten van V. Dan geldt

~a+W =~a′+W′ ⇐⇒ W =W′ en~a′−~a∈W

Bewijs. Merk eerst op dat voor elke deelruimteW vanV en~w∈W geldt dat (bewijs dit zelf)

~w+W =W (3.1)

Onderstel nu dat~a′−~a∈W, enW =W′. Dan geldt dat

~a′+W′ =~a+(~a′−~a)+W =~a+W

Onderstel omgekeerd dat~a+W =~a′+W′. Dan is~a=~a+~0∈~a+W =~a′+W′, zodat~a=~a′+~w′,
met~w′ ∈W′, en dus is~a′−~a∈W′.
Op dezelfde manier geldt voor elke~w∈W dat

~a+~w∈~a+W =~a′+W′,

zodat~a+~w=~a′+~w′, met~w′ ∈W′, en dus

~w= (~a′−~a)+~w′ ∈W′

en dit impliceert datW ⊂W′. Op volledig analoge wijze bewijzen we datW′ ⊂W, en dit bewijst
onze stelling.

Stelling 3.1.2 laat ons toe om dedimensievan een lineaire variëteit te definieren: het is de dimensie
van de bijhorende deelruimteW:

dim(~a+W) = dim(W)

Een ééndimensionale variëteit wordt gewoonlijk eenrechte genoemd. Als dim(V) = n, dan noe-
men we eenn−1-dimensionale variëteit eenhypervlak.

De vectorvergelijking van een lineaire varïeteit

Onderstel datL een lineaire variëteit is, met bijhorende deelruimteW vanV. Voor elke~a∈ L geldt
dat

L =~a+W

(bewijs dit zelf). Neem een basis{~b1,~b2, . . . ,~bk} vanW. Dan wordtL beschreven door de vectoren

~v=~a+
k

∑
i=1

αi~bi (3.2)
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waarbij α1, . . . ,αk ∈ K. We noemen (3.2) devectorvergelijking van de lineaire variëteitL. Als
bijzonder geval kunnen we de vectorvergelijking van de rechteL door het punt~a en met bijhorende
vectorruimteW =K~b opschrijven:

~v=~a+α~b (3.3)

Indien dim(V) = n, enE = {~e1, . . . ,~en} een basis is vanV, dan kunnen we (3.3) herschrijven. Als
[~a]E = (a1,a2, . . . ,an), [~b]E = (b1,b2, . . . ,bn) en [~v]E = (x1,x2, . . . ,xn), dan wordt (3.3)



















x1 = a1+αb1

x2 = a2+αb2
...
xn = an+αbn

(3.4)

Men noemt deze vergelijking deparametervergelijking van de rechteL. Stel zelf de parameter-
vergelijking op van de rechteL die door twee gegeven punten~a en~b gaat.
Als we uit (3.4) de parameterα elimineren, dan krijgen we deCartesische vergelijkingenvan de
rechteL. Indien allebi 6= 0, dan wordt deze

x1−a1

b1
=

x2−a2

b2
= · · ·=

xn−an

bn
(3.5)

Schrijf zelf de vergelijking op vanL in het geval dat één of meer van debi nul zijn.

De vergelijking van een hypervlak

Herinner dat de vergelijking van een vlak in de driedimensionale ruimte van de volgende vorm is:

ax+by+cz= d

We gaan dit nu veralgemenen voor hypervlakken in eenn-dimensionale vectorruimteV.

Stelling 3.1.3. Onderstel dat f: V → W een lineaire afbeelding is, en dat~b ∈ Im( f ). Dan is
f−1{~b} een lineaire varïeteit in V.

Bewijs. Aangezien~b in het beeld vanf ligt, weten we dat er een~a ∈ V is zodat f (~a) =~b. We
weten ook (cf. stelling 2.2.2) dat ker( f ) = f−1{~0} een deelruimte vanV is. We beweren nu dat

f−1{~b}=~a+Ker( f ) (3.6)

Onderstel~x∈ f−1{~b}. Dan is f (~x) =~b, en dus isf (~x−~a) =~b−~b=~0, zodat~x−~a∈ Ker( f ), en
~x∈~a+Ker( f ).
Omgekeerd, indien~x ∈ ~a+Ker( f ), dan is~x = ~a+~y, met f (~y) =~0, zodat f (~x) = f (~a) =~b en
~x∈ f−1{~b}.
Dit bewijst (3.6), en de stelling volgt.

We gaan nu het omgekeerde van stelling 3.1.3 bewijzen: elke lineaire variëteit kan geschreven
worden als het inverse beeld van een vector~b onder een lineaire afbeeldingf :
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Stelling 3.1.4.Onderstel datdim(V) = n, en L⊂V een lineaire varïeteit van dimensie n−k. Als
W een vectorruimte is van dimensie ten minste k, dan bestaat er een lineaire afbeelding f: V →W,
en~b∈W zodat L= f−1(~b).

Bewijs. Stel datL = ~a+X, waarbij X een(n− k)-dimensionale deelruimte vanV is met basis
{~ek+1, . . . ,~en}. Vul deze basis aan tot een basis{~e1, . . . ,~ek,~ek+1, . . . ,~en} vanV (cf. stelling 1.4.13).
De dimensie vanW is tenminstek, enW bevat een stel vank lineair onafhankelijke vectoren, noem
deze{~f1, . . . ,~fk}.
We definiëren nuf : V →W door

f (~ei) =

{

~fi als i ≤ k;

~0 alsi > k.

Merk op dat Ker( f ) = vect{~ek+1, . . . ,~en}= X. Stel f (~a) =~b. Dan geldt

f (~v) =~b ⇐⇒ ~0= f (~v)−~b= f (~v−~a)

⇐⇒ ~v−~a∈ Ker( f ) = X

⇐⇒ ~v∈~a+X = L

Hiermee hebben we aangetoond datL = f−1(~b).

Laten we dit toepassen om de vergelijking van een hypervlak op te stellen. Indienk = 1 in de
voorgaande stelling, dan kunnen weW = K nemen (W moet dimensie tenminste 1 hebben). Er
bestaat dus eenf : V →K enb∈K zodat

f−1(b) = L

of
L = {~v∈V | f (~v) = b}

met andere woorden, het hypervlakL bestaat uit de oplossingen van de vergelijking

f (~v) = b (3.7)

Kies een basisE = {~e1, . . . ,~en}. Onderstel dat de matrix vanf ten opzichte van de basissenE en
{1} gegeven wordt door de rijvector

(a1 a2 · · · an)

Dan bestaat het hypervlakL uit de vectoren met coördinaten(x1,x2, . . . ,xn) die voldoen aan

a1x1+a2x2+ · · ·+anxn = b (3.8)

We noemen (3.8) devergelijking van het hypervlakL = f−1(b).
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Evenwijdige variëteiten

Definitie 3.1.5.Twee lineaire varïeteiten L=~a+W en L′ =~a′+W′ in een vectorruimte V worden
evenwijdiggenoemd als W⊂W′ of W′ ⊂W.

Affiene afbeeldingen

Een afbeeldingg : V →V wordt eenaffiene afbeeldinggenoemd als er een~a∈V en een lineaire
afbeeldingf : V →V bestaan zodat voor elke~x∈V geldt

g(~x) =~a+ f (~x).

Stelling 3.1.6.De samenstelling van twee affiene afbeeldingen is affien.

Bewijs. Oefening.

3.2 Stelsels lineaire vergelijkingen

Het stelsel vergelijkingen


















a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn = b1

a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn = b2
...
am1x1+am2x2+ · · ·+amnxn = bm

(3.9)

noemen we eenstelselvanm lineaire vergelijkingen inn onbekendenx1,x2, . . . ,xn. We kunnen dit
als volgt herschrijven:

n

∑
j=1

ai j x j = bi

voor i = 1, . . . ,m. We voeren nu de volgende notaties in:

A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn













, B=













b1

b2
...

bm













, X =













x1

x2
...

xn













Het stelsel (3.9) kan dus als volgt herschreven worden:

AX = B (3.10)

De afbeeldingf : Kn → Km, f (X) = AX is lineair, en de verzameling oplossingen van (3.10) is
het invers beeld vanB onder de afbeeldingf :

Opl(AX = B) = f−1(B)
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Er zijn nu twee mogelijkheden. Ofwel isB ∈ Im( f ), en dan heeftAX = B oplossingen, ofwel is
B 6∈ Im( f ), en dan is Opl(AX = B) =∅.
NoteerA1,A2, . . . ,An voor de kolommen van de matrixA. Het stelsel (3.10) kan dan herschreven
worden onder de volgende vorm:

x1A1+x2A2+ · · ·+xnAn = B (3.11)

We zien nu dat

B∈ Im( f )

⇐⇒ (3.11) heeft tenminste 1 oplossing

⇐⇒ B∈ vect{A1,A2, . . . ,An} ⊂Km

⇐⇒ vect{A1,A2, . . . ,An,B}= vect{A1,A2, . . . ,An}

⇐⇒ dim(vect{A1,A2, . . . ,An,B}) = dim(vect{A1,A2, . . . ,An})

⇐⇒ rg
(

A1,A2, . . . ,An,B
)

= rg
(

A1,A2, . . . ,An
)

⇐⇒ rg(A) = rg(A | B)

waarbij we(A | B) noteren voor dem× (n+1)-matrix met kolommenA1,A2, . . . ,An,B.
Door contrapositie vinden we dat

B 6∈ Im( f ) ⇐⇒ rg(A) 6= rg(A | B)

en in dit geval is noodzakelijkerwijze rg(A | B) = rg(A)+1. Immers, als we aan de matrixA een
kolom toevoegen, dan kan het aantal lineair onafhankelijkekolommen vanA met ten hoogste 1
verhogen.
Onderstel dat rg(A) = rg(A | B), en datX0 een particuliere oplossing van het stelsel (3.10) is.
Gebruik makende van stelling 3.1.3 vinden we dat Opl(AX = B) een lineaire variëteit is inKn, en
dat (cf. (3.6))

Opl(AX = B) = X0+Ker(mA) = X0+Opl(AX = 0)

Het stelselAX = 0 noemen we hethomogeen stelselgeassocieerd aan het stelselAX = B. De op-
lossing van het oorspronkelijk stelsel is dus de som van eenparticuliere oplossing en de algemene
oplossing van het geassocieerd homogeen stelsel. Gebruik makend van de tweede dimensiestelling
vinden we bovendien dat

dim(Opl(AX = B)) = dim(Ker(mA)) = n−dim(Im(mA)) = n− rg(A)

We vatten onze resultaten samen als volgt:

Stelling 3.2.1.Beschouw A∈ Mmn(K), B∈Km, en het lineair stelsel AX= B. Dan geldt

AX = B heeft oplossingen⇐⇒ rg(A) = rg(A | B)

AX = B heeft geen oplossingen⇐⇒ rg(A)+1= rg(A | B)

Als rg(A) = rg(A | B) dan isOpl(AX = B) een lineaire varïeteit inKn, met dimensie n− rg(A).
Als X0 een particuliere oplossing is, dan geldt bovendien

Opl(AX = B) = X0+Opl(AX = 0)
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Oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen

Stelling 3.2.2. Beschouw twee lineaire stelsels AX= B en CX= D van m vergelijkingen in n
onbekenden. Indien de matrices(A | B) en(C | D) rijequivalent zijn (cf. definitie 2.7.13). Dan is

Opl(AX = B) = Opl(CX = D)

Bewijs. Het volstaat om na te gaan dat het uitvoeren van elementaire rijoperaties op de matrix
(A | B) de oplossingsverzameling ongemoeid laten. Dit is duidelijk: een operatie van type I komt
er op neer twee vergelijkingen met elkaar te verwisselen; type II komt er op neer een van de verge-
lijkingen metc 6= 0 te vermenigvuldigen; type III komt er op neer om bij een van de vergelijkingen
c maal een van de andere op te tellen. Als we één van deze drie operaties uitvoeren, krijgen we
telkens een equivalent stelsel.

Uit stellingen 2.7.15, 3.2.1 en 3.2.2 volgt nu dat we een stelsel lineaire vergelijkingen als volgt
kunnen oplossen:

Algoritme 3.2.3. (Gauss eliminatie)Neem een lineair stelsel AX= B. Dit kunnen we als volgt
oplossen.

1. Gebruik het algoritme uit het bewijs van stelling 2.7.15 om de matrix(A | B) in rij echelon-
vorm te brengen. Noem de nieuwe matrix(C | D).

2. Men vergelijkt de rangen van de matrices C en(C | D). Hiervoor volstaat het het aantal van
nul verschillende rijen te vergelijken. Er zijn twee mogelijkheden:

• rg(C) = rg(C | D)−1. Dan heeft het stelsel geen oplossingen.

• rg(C)= rg(C |D). Men lost het stelsel CX=D op door te vertrekken vanaf de onderste
vergelijking.

Voorbeeld 3.2.4.We lossen het stelsel






x+2y+2z+3t = 13
x−2y+z+ t = 8
3x+y+z− t = −1

op met behulp van Gauss eliminatie. Eerst brengen we de matrix

(A | B) =





1 2 2 3 13
1 −2 1 1 8
3 1 1 −1 −1





in rij echelon vorm. We krijgen achtereenvolgens de volgende matrices:




1 2 2 3 13
0 −4 −1 −2 −5
0 −5 −5 −10 −40









1 2 2 3 13
0 1 1/4 1/2 5/4
0 1 1 2 8
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1 2 2 3 13
0 1 1/4 1/2 5/4
0 0 3/4 3/2 27/4









1 2 2 3 13
0 1 1/4 1/2 5/4
0 0 1 2 9





Ons stelsel is dus equivalent met het stelsel






x+2y+2z+3t = 13
y+z/4+ t/2 = 5/4

z+2t = 9

We lossen dit stelsel op van onder naar boven:

z = 9−2t

y = 5/4−z/4− t/2

=
1
4
(5−9+2t−2t) =−1

x = 13−2y−2z−3t

= 13+2−18+4t−3t

= −3+ t

We kunnen dus besluiten dat

Opl(AX = B) = {(−3+ t,−1,9−2t, t) | t ∈K}= (−3,−1,9,0)+vect{(1,0,−2,1)}

Dit is een lineaire variëteit van dimensie 1. De rang van de matrix A is drie.

Een variante van algorimte 3.2.3 bestaat erin om de matrix(A |B) in gereduceerde rij echelon vorm
te brengen. Dit heeft het voordeel dat de oplossingen onmiddellijk af te lezen zijn uit het nieuwe
stelselCX = D. Een nadeel is echter dat het meer berekeningen vergt om tot de gereduceerde rij
echelon matrix(C |D) te komen. Men noemt deze methode deGauss-Jordan eliminatiemethode.

Voorbeeld 3.2.5.We hernemen het bovenstaande voorbeeld, en passen de Gauss-Jordan eliminatie
methode toe. We krijgen nu achtereenvolgens de volgende matrices:





1 2 2 3 13
1 −2 1 1 8
3 1 1 −1 −1









1 2 2 3 13
0 −4 −1 −2 −5
0 −5 −5 −10 −40









1 2 2 3 13
0 1 1/4 1/2 5/4
0 1 1 2 8









1 0 3/2 2 21/2
0 1 1/4 1/2 5/4
0 0 3/4 3/2 27/4









1 0 3/2 2 21/2
0 1 1/4 1/2 5/4
0 0 1 2 9









1 0 0 −1 −3
0 1 0 0 −1
0 0 1 2 9





Ons stelsel is dus equivalent met het stelsel






x− t = −3
y = −1

z+2t = 9

waaruit de oplossing volgt.
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Beide methoden werken perfect indien het aantal vergelijkingen en onbekenden niet te groot is.
Ze kunnen ook gemakkelijk in een computerprogramma geı̈mplementeerd worden. Indien we een
stelsel met een groot aantal vergelijkingen en onbekenden hebben (bijvoorbeeld een 1000 bij 1000
stelsel, dit komt in de praktijk voor), dan kunnen allerlei numerieke moeilijkheden optreden. Er
bestaan dan allerlei varianten op de Gauss eliminatie methode die deze moeilijkheden trachten te
omzeilen. Jullie zullen enkele hiervan bespreken in de cursusnumerieke algoritmen.
In vele gevallen kan men iteratieve methoden gebruiken om deoplossing van een lineair stelsel te
bepalen: men construeert een rij vectoren die naar de oplossing convergeert. We verwijzen hier
eveneens naar de cursusnumerieke algoritmen.

Bepalen van de inverse van een matrix

Neem een vierkante matrixA∈ Mn,n(K), en onderstel dat rg(A) = n. Dan ismA een isomorfisme
en A een reguliere matrix. Als we de Gauss-Jordan eliminatie methode toepassen op het stelsel
AX = B, dan krijgen we dat de matrix(A | B) rijequivalent is met de matrix(In | X0), waarbij In
de eenheidsmatrix is, enX0 de (unieke) oplossing van het stelsel. Dit is natuurlijk eeninteressante
opmerking op zichzelf, maar ze kan ook gebruikt worden om de inverse van de matrixA te bepalen.
Hiervoor maken we eerst volgende opmerkingen: om de inversevan de matrixA te bepalen volstaat
het om het stelsel

AX = Ei

metEi = (0, . . . ,1, . . . ,0) op te lossen voori = 1, . . . ,n. Als Xi de oplossing is van dit stelsel, dan is

A−1 = (X1 X2 · · · Xn)

Twee stelselsAX = B en AX = C kunnen we gelijktijdig oplossen door de matrix(A | B | C) in
gereduceerde rij echelon vorm te brengen.
Indien we de matrix(A | In) in gereduceerde rij echelon vorm brengen, dan krijgen we dusnood-
zakelijkerwijs de matrix(In | A−1). We vatten dit samen als volgt:

Algoritme 3.2.6. Onderstel dat A∈ Mnn(K) een reguliere matrix is. Dan is de gereduceerde rij
echelon vorm van de matrix(A | In) de matrix(In | A−1).

Voorbeeld 3.2.7.Neem de matrix

A=







1 1 1

0 2 3

5 5 1







We brengen de matrix

(A | I3) =





1 1 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
5 5 1 0 0 1





in gereduceerde rij echelon vorm. We krijgen achtereenvolgens de volgende matrices:




1 1 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
5 5 1 0 0 1
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Trek van de derde rij 5 maal de eerste rij af:




1 1 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
0 0 −4 −5 0 1





Deel de tweede rij door 2, en de derde door−4:




1 1 1 1 0 0
0 1 3/2 0 1/2 0
0 0 1 5/4 0 −1/4





Trek de tweede rij af van de eerste rij:




1 0 −1/2 1 −1/2 0
0 1 3/2 0 1/2 0
0 0 1 5/4 0 −1/4





Tel bij de tweede rij−3/2 maal de derde rij op:




1 0 −1/2 1 −1/2 0
0 1 0 −15/8 1/2 3/8
0 0 1 5/4 0 −1/4





Tel de helft van de derde rij op bij de eerste rij:




1 0 0 13/8 −1/2 −1/8
0 1 0 −15/8 1/2 3/8
0 0 1 5/4 0 −1/4





We kunnen besluiten dat

A−1 =







13/8 −1/2 −1/8

−15/8 1/2 3/8

5/4 0 −1/4







Verifieer zelf datAA−1 = A−1A= I3.
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Hoofdstuk 4

Determinanten

4.1 Permutaties

Neem een verzamelingA. Eenpermutatie vanA is een bijectie vanA naar zichzelf. We noteren
S(A) voor de verzameling van alle permutaties vanA.

Stelling 4.1.1.Voor elke verzameling A is(S(A), ◦) een groep. Deze groep wordt desymmetrische
groepvan de verzameling A genoemd.

In het vervolg zijn we vooral geı̈nteresseerd in het geval waarin we voorA een eindige verzameling
nemen. We kunnen dan voorA even goed de verzameling{1,2, . . . ,n} nemen, en daarom noteren
weSn = S({1,2, . . . ,n}).

Stelling 4.1.2.Onderstel dat A een eindige verzameling is, en dat#(A) = n. Dan is#(S(A)) = n!.

Bewijs. Oefening.

We kunnen een permutatieσ vanA= {a1,a2, . . . ,an} opschrijven als volgt:

σ = {(a1,σ(a1)),(a2,σ(a2)), . . . ,(an,σ(an))}

Een iets meer overzichtelijke notatie is de volgende:

σ =

[

a1 a2 · · · an

σ(a1) σ(a2) · · · σ(an)

]

Voorbeeld 4.1.3.NeemA= {1,2,3,4,5,6,7,8} en bekijk volgende permutatie:

σ =

[

1 2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 2 1 8

]

σ kan voorgesteld worden met behulp van een Venn-diagram (zieFiguur 4.1). We noemen[1,3,5,7],
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1

2

3

45

6

7

8

Figuur 4.1: Een permutatie van{1,2, . . . ,8}

[2,4,6] en [8] debanenvanσ . We zullen daarom ook schrijven:

σ = [1,3,5,7][2,4,6][8] (4.1)

Merk op dat het niet belangrijk is in welke volgorde we de banen opschrijven. Het heeft ook geen
belang met welk element van een baan we beginnen: de baan[1,3,5,7] kunnen we ook opschrijven
als [3,5,7,1] of [5,7,1,3] of [7,1,3,5] De banen van lengte 1 (deze corresponderen met de lussen
in de permutatie) laten we soms weg:

σ = [1,3,5,7][2,4,6]

Zo stelt bijvoorbeeld[2,4,6] de volgende permutatie voor:
[

1 2 3 4 5 6 7 8

1 4 3 6 5 2 7 8

]

,

of de permutatie[2,4,6][1][3][5][7][8]. Er is dus een dubbelzinnigheid in onze notaties:[2,4,6] stelt
zowel een baan voor als een volledige permutatie; dit leidt in het algemeen niet tot verwarring. Dit
laat ons tevens toe om (4.1) als volgt te herschrijven:

σ = [1,3,5,7]◦ [2,4,6]

Laten we dit voorbeeld veralgemenen. Eerst bewijzen we het volgende lemma:

Lemma 4.1.4.Onderstel dat A eeneindigeverzameling is. Dan geldt:

∀σ ∈ S(A), ∀a∈ A, ∃m≥ 1 : σm(a) = a
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Bewijs. Bekijk de rij (a,σ(a),σ2(a),σ3(a), . . .). AangezienA eindig is bestaanm en n zodanig
dat σn(a) = σm(a). Onderstel datm> n, en pasσ−1 n maal toe op beide leden. Dan volgt dat
a= σm−n(a).

Neem een permutatieσ van een eindige verzamelingA. Neema ∈ A, en neemm≥ 1 minimaal
zodatσm(a) = a. Als we de permutatieσ op a laten werken, dan krijgen we achtereenvolgens de
waardena, σ(a), σ2(a), . . . ,σm−1(a). We noemen

[a, σ(a),σ2(a), . . . ,σm−1(a)]

debaanvana onder de permutatieσ en noemenm de lengtevan de baan.
Neem nu een ander elementb∈ A. Er zijn dan twee mogelijkheden: 1)b= σ i(a), voor een zekere
i ∈ N. b ligt dan in de baan vana, en de banen vana enb zijn dan dezelfde. We zeggen data enb
op dezelfde baan liggen, en noteren dit door

[a, σ(a),σ2(a), . . . ,σm−1(a)] = [b, σ(b),σ2(b), . . . ,σm−1(b)]

Zo zijn bijvoorbeeld de banen[a,b,c,d] en [c,d,a,b] dezelfde.
2) Voor elkei is b 6= σ i(a). We zeggen dan data enb op verschillende banen liggen.
De relatie “. . . ligt op dezelfde baan als. . .” is een equivalentierelatie. De equivalentieklassen van
deze relatie zijn de verzamelingen bepaald door de banen vanσ en deze vormen een partitie van
A. Als we de banen van een permutatieσ kennen, dan kennen we de permutatieσ volledig; van
elk element vanA kennen we dan immers het beeld.

Een permutatie vanA met slechts één baan wordt ook wel eencyclische permutatievan A ge-
noemd.

Verwisselingen

Eenverwisselingvan A is een permutatie vanA waarbij twee elementen met elkaar verwisseld
worden, en alle andere op zichzelf afgebeeld. Een verwisseling is dus een permutatie van het type

τ = [a,b]

meta 6= b∈ A. In Figuur 4.2 zien we een verwisseling voorgesteld op een Venn-diagram.

Stelling 4.1.5. Elke permutatie van een eindige verzameling A kan geschreven worden als een
samenstelling van verwisselingen.

Bewijs. Het volstaat om aan te tonen dat elke baan van de permutatie, dit is een cyclische permu-
tatie van een deel vanA, te schrijven is als een samenstelling van verwisselingen.We beweren
dat

[a1,a2, . . . ,ar ] = [a1,ar ]◦ [a1,ar−1]◦ · · · ◦ [a1,a2]

Dit kan bewezen worden per inductie opr. Voor r = 2 is de formule triviaal.
Onderstel dat de formule waar is voorr −1. Het volstaat om dan te bewijzen dat

[a1,a2, . . . ,ar ] = [a1,ar ]◦ [a1,a2, . . . ,ar−1]
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a b

c

d

e

f

g

Figuur 4.2: Een verwisseling

Noteer
σ = [a1,a2, . . . ,ar−1] en τ = [a1,ar ]

De samenstellingτ ◦σ bepalen we dan als volgt.

a1
σ
7→ a2

τ
7→ a2

a2
σ
7→ a3

τ
7→ a3

a3
σ
7→ a4

τ
7→ a4

...

ar−1
σ
7→ a1

τ
7→ ar

ar
σ
7→ ar

τ
7→ a1

en we zien dat(τ ◦σ)(ai) = ai+1 voor i < r en(τ ◦σ)(ar) = a1, met andere woorden

τ ◦σ = [a1,a2, . . . ,ar ]

Als een permutatieσ kan geschreven worden als de samenstelling van een even aantal verwis-
selingen, dan zeggen we dat depariteit van σ even is, en noteren dit doorε(σ) = 1. Als σ de
samenstelling is van een oneven aantal verwisselingen, danzeggen we dat de pariteit oneven is, en
we noterenε(σ) =−1.
Er is hier een probleem, omdat een permutatie op vele manieren kan geschreven worden als een
product van verwisselingen. Zo is bijvoorbeeld

[3,2,1] =

[

1 2 3

3 1 2

]
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= [3,1]◦ [3,2]

= [1,2]◦ [2,3]◦ [3,1]◦ [1,2]

Om aan te tonen dat de pariteit welgedefinieerd is, moeten we dus bewijzen dat als een permutatie
op twee manieren kan geschreven worden als de samenstellingvan verwisselingen, dat dan het
verschil in aantal verwisselingen even is.
Het bewijs hiervan behoort niet tot de leerstof voor ingenieurstudenten, maar we vermelden het
wel, voor de volledigheid. We gaan als volgt te werk: we geveneerst een alternatieve definitie van
de pariteit. Het voordeel van de definitie is dat er geen probleem is met de welgedefinieerdheid,
maar het nadeel is dat de definitie wat artificiëler lijkt. Daarna zullen we aantonen dat beide
definities op hetzelfde neerkomen.

Definitie 4.1.6. De afbeeldingε : S(A)→{−1,1} wordt als volgt gedefinieerd:

ε(σ) =

{

1 als het aantal banen vanσ met een even lengte even is;

−1 als het aantal banen vanσ met een even lengte oneven is.

ε(σ) wordt depariteit van de permutatieσ genoemd.

De permutatieσ van{1,2,3,4,5,6,7,8} uit het voorbeeld hierboven heeft 1 baan van even lengte,
en twee van oneven lengte. Derhalve isε(σ) =−1.
Uit het bewijs van stelling 4.1.5 blijkt dat een permutatie van even pariteit kan geschreven worden
als de samenstelling van een even aantal verwisselingen, endat een permutatie van oneven pariteit
kan geschreven worden als de samenstelling van een oneven aantal verwisselingen. We zullen
nu aantonen dat, omgekeerd, de samenstelling van een (on)even aantal verwisselingen (on)even
pariteit heeft. We bewijzen eerst volgend lemma:

Lemma 4.1.7.Onderstel dat a,b∈ A enσ ∈ S(A). Dan geldt dat

ε([a,b]◦σ) =−ε(σ)

Bewijs. Eerste geval: a enb liggen op dezelfde baan vanσ . Schrijf deze baan als volgt:

[a= a1,a2, . . . ,ai = b, . . . ,am]

We kunnen nu gemakkelijk verifieren dat (ga tewerk zoals in het bewijs van Stelling 4.1.5)

[a1,ai ]◦ [a1, . . . ,am] = [a1, . . . ,ai−1]◦ [ai, . . . ,am]

De andere banen veranderen helemaal niet, en we zien dat de pariteit in elk geval verandert: als
m even, dan hebben de twee nieuwe banen ofwel beiden even lengte, ofwel beiden oneven lengte,
zodat het totaal aantal banen van even lengte ofwel met een toeneemt ofwel met een afneemt.
Indienmoneven, dan heeft een van de twee nieuwe banen even lengte, ende andere oneven lengte,
zodat het aantal banen met even lengte met een toeneemt.
Tweede geval: a enb liggen niet op eenzelfde baan vanσ . Schrijf deze banen op als volgt:

[a= a1, . . . ,am] en [b= b1, . . . ,br ]
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Nu is
[a1,b1]◦ [a1, . . . ,am]◦ [b1, . . . ,br ] = [a1, . . . ,am,b1, . . . ,br ]

Alle andere banen blijven onveranderd. Op dezelfde manier als in het eerste geval verandert in elk
geval de pariteit.

Stelling 4.1.8.Als σ ∈ S(A) kan geschreven worden als de samenstelling van p verwisselingen,
dan is

ε(σ) = (−1)p

De afbeeldingε : S(A)→{−1,1} voldoet aan volgende eigenschap:

ε(σ ◦ τ) = ε(σ)ε(τ)

voor elkeσ ,τ ∈ S(A).

Bewijs. De eerste bewering volgt onmiddellijk uit lemma 4.1.7. De tweede volgt dan gemakkelijk
uit de eerste: Als

σ = σ1◦ · · · ◦σp enτ = τ1◦ · · · ◦ τq

met deσi enτ j verwisselingen, dan is

σ ◦ τ = σ1◦ · · · ◦σp◦ τ1◦ · · · ◦ τq

en
ε(σ) = (−1)p, ε(τ) = (−1)q, ε(σ ◦ τ) = (−1)p+q

en dit bewijst de tweede bewering.

We noteren
An = {σ ∈ Sn | ε(σ) = 1}

An is een deelgroep vanSn die n!/2 elementen bevat, en wordt dealternerende groepvan de
verzameling{1,2, . . . ,n} genoemd.

4.2 De determinant van een vierkante matrix

De formules voor de determinant van een 2×2-matrix en een 3×3-matrix zijn welbekend:

det

(

a11 a12

a21 a22

)

= a11a22−a12a21

en

det







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33






=

a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32
−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

We willen deze definities uitbreiden totn×n-matrices. Alvorens we dit doen sommen we enkele
eigenschappen op van de determinant van 3×3-matrices:
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1. De determinant is lineair in elk van de kolommen:

det







αa11+βa′11 a12 a13

αa21+βa′21 a22 a23

αa31+βa′31 a32 a33






= α det







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33






+β det







a′11 a12 a13

a′21 a22 a23

a′31 a32 a33







gelijkaardige formules hebben we voor de tweede en de derde kolom;

2. De determinant van een matrix met twee gelijke kolommen isnul;

3. De determinant van de eenheidsmatrixI3 is 1.

Er is nog meer: de determinant is de enige functie die aan de drie bovenstaande eigenschappen
voldoet. Laten we dit even aantonen. Onderstel dat een functie f : M3,3(K)→ K voldoet aan de
drie bovenstaande eigenschappen. SchrijfA1,A2,A3 voor de drie kolommen vanA, zodat weA
kunnen schrijven als

A= (A1 A2 A3)

Merk eerst op datf van teken wisselt als we twee kolommen vanA met elkaar verwisselen:

0 = f (A1+A2 A1+A2 A3)

= f (A1 A1+A2 A3)+ f (A2 A1+A2 A3)

= f (A1 A1 A3)+ f (A1 A2 A3)+ f (A2 A1 A3)+ f (A2 A2 A3)

= f (A1 A2 A3)+ f (A2 A1 A3)

Schrijf

E1 =







1

0

0






, E2 =







0

1

0






, E3 =







0

0

1







Dan is

A1 = a11E1+a21E2+a31E3

A2 = a12E1+a22E2+a32E3

A3 = a13E1+a23E2+a33E3

zodat

f (A) = f (A1 A2 A3)

= f (a11E1+a21E2+a31E3 a12E1+a22E2+a32E3 a13E1+a23E2+a33E3)

=
3

∑
i=1

3

∑
j=1

3

∑
k=1

ai1a j2ak3 f (Ei E j Ek )

In de laatste stap maakten we gebruik van het feit datf lineair is in de kolommen vanA. We
krijgen dus een som van in het totaal 27 termen waarvan er gelukkig heel wat wegvallen: indien
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minstens twee van de indexeni, j,k gelijk zijn, dan is f (Ei E j Ek ) = 0. De enige termen die
overblijven zijn die waarvoori, j enk verschillend zijn, of, met andere woorden, die waarvoor

[

1 2 3

i j k

]

een permutatie is. Er zijn er zo zes, namelijk
[

1 2 3

1 2 3

] [

1 2 3

1 3 2

] [

1 2 3

3 1 2

]

[

1 2 3

3 2 1

] [

1 2 3

2 3 1

] [

1 2 3

2 1 3

]

Uit eigenschap 3) hierboven volgt dat

f (E1 E2 E3) = f (I3) = 1

Verwisselen van telkens twee kolommen geeft achtereenvolgens:

f (E1 E3 E2) = −1

f (E3 E1 E2) = 1

f (E3 E2 E1) = −1

f (E2 E3 E1) = 1

f (E2 E1 E3) = −1

en dus is

f (A) = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32

− a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31

= det(A)

De determinant van 3×3-matrices is dus volledig bepaald door de drie eigenschappen van hier-
boven. Ga zelf na dat we een zelfde redenering ook kunnen gebruiken om de formule voor de
determinant van een 2×2-matrix te bepalen. We zullen ons hierop nu inspireren om dedetermi-
nant van eenn×n-matrix te definiëren. Eerst enkele algemene definities:

Definitie 4.2.1. Onderstel dat V,W vectorruimten zijn. Een afbeelding

f : Vn →W

heetmultilineair indien voor elke i∈ {1,2, . . . ,n} geldt

f (~v1,~v2, . . . ,α~vi +β~v′i , . . . ,~vn) = α f (~v1,~v2, . . . ,~vi , . . . ,~vn)+β f (~v1,~v2, . . . ,~v
′
i , . . . ,~vn)

voor elke~v1, . . . ,~vi ,~v′i , . . . ,~vn ∈V enα,β ∈K.
f wordtalternerendgenoemd als f(~v1, . . . ,~vn) =~0 zodra~vi =~v j voor twee verschillende indices i
en j.
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We zullen deze definitie toepassen op Mn,n(K), waarbij we de vectorruimten Mn,n(K) en (Kn)n

met elkaar identificeren. We beschouwen een matrixA dus als een rij van kolommatrices:

A= (A1 A2 · · · An)

waarbij
Ai = (a1i ,a2i, . . . ,ani )

t

de i-de kolom vanA is.

Stelling 4.2.2.Onderstel dat de afbeelding d: Mn,n(K)→ K multilineair en alternerend is. Dan
gelden volgende eigenschappen:

1. d(A) verandert van teken als we twee kolommen met elkaar verwisselen:

d(A1 A2 · · · Ai · · · A j · · · An) =−d(A1 A2 · · · A j · · · Ai · · · An)

2. d(A) verandert niet als we bij een kolom een lineaire combinatie van de andere kolommen
optellen:

d(A1 A2 · · · Ai +∑ j 6=i α jA j · · · An) = d(A1 A2 · · · Ai · · · An)

3. d(A) = 0 als één van de kolommen van A gelijk is aan0:

d(A1 A2 · · · 0 · · · An) = 0

4. Als we de kolommen van A permuteren, dan wordt d(A) vermenigvuldigd met de pariteit van
de toegepaste permutatie:

d(Aσ(1) Aσ(2) · · · Aσ(n) ) = ε(σ)d(A1 A2 · · · An)

voor elkeσ ∈ Sn.

5. Alsrg(A)< n dan is d(A) = 0.

Bewijs. 1) Dit bewijs is volledig analoog aan het bewijs dat we hierboven zagen in het gevaln= 3:

0 = d(A1 A2 · · · Ai +A j · · · Ai +A j · · · An)

= d(A1 A2 · · · Ai · · · Ai · · · An)+d(A1 A2 · · · Ai · · · A j · · · An)

+ d(A1 A2 · · · A j · · · Ai · · · An)+d(A1 A2 · · · A j · · · A j · · · An)

= d(A1 A2 · · · Ai · · · A j · · · An)+d(A1 A2 · · · A j · · · Ai · · · An)

2) Uit de multilineariteit vand volgt:

d(A1 A2 · · · Ai +∑ j 6=i α jA j · · · An)

= d(A1 A2 · · · Ai · · · An)+∑
j 6=i

α j d(A1 A2 · · · A j · · · An)
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In de j-de term van deze laatste som zijn dei-de en dej-de kolom aan elkaar gelijk. Vanwege het
alternerend zijn is dus elke term in deze som 0, en

d(A1 A2 · · · Ai +∑ j 6=i α jA j · · · An) = d(A1 A2 · · · Ai · · · An)

3) Uit de multilineariteit volgt dat

d(A1 A2 · · · 0 · · · An) = 0d(A1 A2 · · · 0 · · · An) = 0

4) σ is de samenstelling vanp verwisselingen, enε(σ) = (−1)p (cf. stelling 4.1.8). Uit het
eerste deel van de stelling volgt datd(A) van teken verandert telkens we een verwisseling op de
kolommen toepassen. Na het toepassen vanp verwisselingen wordtd(A) dus vermenigvuldigd
metε(σ) = (−1)p.
5) Dit volgt onmiddellijk uit 2) en 3): als rg(A)< n, dan is één van de kolommen vanA een lineaire
combinatie van de overige:

Ai = ∑
j 6=i

α jA j

en dan is

d(A) = d(A1 A2 · · · 0+∑ j 6=i α jA j · · · An)

= d(A1 A2 · · · 0 · · · An)

= 0

Definitie 4.2.3. Eendeterminantafbeelding

det : Mn,n(K)−→K

is een afbeelding die voldoet aan de volgende voorwaarden:

1. det is multilineair;

2. det is alternerend;

3. det(In) = 1.

We zullen hierna bewijzen dat er juist één determinantafbeelding Mn,n(K) → K bestaat. Dit zal
ons bovendien een expliciete formule voor de determinant opleveren.
Onderstel dat det : Mn,n(K)→K een determinantafbeelding is. Neem eenn×n-matrixA. De j-de
kolom vanA kunnen we schrijven als

A j =
n

∑
i=1

ai j Ei
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waarbij

Ei =



















0
...

1
...

0



















Gebruik makend van de multilineariteit van det vinden we dat

det(A) = det(A1 A2 · · · An)
= det(∑n

i1=1ai11Ei1,∑
n
i2=1ai22Ei2, . . . ,∑

n
in=1ainnEin )

=
n

∑
i1,i2,...,in=1

ai11ai22 · · ·ainndet(Ei1 Ei2 · · · Ein )

Dit is een som vannn termen. Bekijk één van de termen apart, die in indicesi1, i2, . . . , in. Definieer

σ : {1,2, . . . ,n}→ {1,2, . . . ,n}

doorσ( j) = i j . Indienσ geen permutatie is, dan is

det(Ei1 Ei2 · · · Ein ) = 0

omdat tenminste twee kolommen in de matrix aan elkaar gelijkzijn. Indienσ wel een permutatie
is, dan volgt uit eigenschap 4) in stelling 4.2.2 dat

det(Ei1 Ei2 · · · Ein ) = ε(σ)det(In) = ε(σ)

We hebben dus dat
det(A) = ∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n (4.2)

Stelling 4.2.4.Er bestaat juist́eén determinantafbeeldingMn,n(K) → K, en deze wordt gegeven
door formule (4.2).

Bewijs. We hebben hierboven reeds gezien dat als er een determinantafbeelding bestaat, dat deze
dan gegeven wordt door formule (4.2). Er kan dus ten hoogste ´eén determinantafbeelding bestaan.
Om de stelling te bewijzen volstaat het dus om aan te tonen datde afbeelding gedefinieerd door
formule (4.2) voldoet aan de drie voorwaarden van definitie 4.2.3.
1) det is multilineair: elke term in (4.2) bevat juist 1 factor uit de j-de kolom. Dus is elke term
lineair in de j-de kolom, en det is dus lineair in dej-de kolom, en dit voor elkej. det is dus
multilineair.
2) det is alternerend. Onderstel voor de eenvoud dat de eerste twee kolommen vanA aan elkaar
gelijk zijn, het algemeen bewijs verloopt analoog. We hebben dus datA1 = A2, of ai1 = ai2 voor
elke i.
Neem eenσ ∈ Sn, en de term in (4.2) die correspondeert metσ :

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n (4.3)
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De term die correspondeert met de permutatieτ = [σ(2),σ(1)]◦σ is dan

ε(τ)aσ(2)1aσ(1)2 · · ·aσ(n)n (4.4)

Omdatε(τ) =−ε(σ) enaσ(1)1aσ(2)2 = aσ(2)1aσ(1)2 heffen (4.3) en (4.4) mekaar op. Den! termen
in (4.2) vallen dus twee bij twee tegenover mekaar weg, zodathet resultaat nul is.
3) IndienA= In, dan zijn alle termen in (4.2) 0, behalve degene waarvoorσ de identieke permutatie
is. Alle factoren in deze term zijn 1 zodat det(In) = 1.

We hebben dus nu een unieke determinantafbeelding, die we vanaf nu dedeterminant zullen
noemen. Verifieer zelf dat de formules voor de 2×2 en 3×3 determinant, waarvan we aan het
begin van deze paragraaf vertrokken zijn, speciale gevallen zijn van (4.2). We zullen ook nog
volgende notatie gebruiken:

det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Formule (4.2) laat in principe toe om de determinant te berekenen, maar alsn groot wordt, dan
is ze niet praktisch: inderdaad, het aantal termen (n!) wordt zeer snel groot. Daarom zullen we
andere formules opstellen.

De determinant van de getransponeerde matrix

Stelling 4.2.5.De determinant van een matrix is gelijk aan die van zijn getransponeerde:

det(A) = det(At)

Bewijs.

det(A) = ∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n

= ∑
σ∈Sn

ε(σ−1)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · ·aσ−1(n)n

= ∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · ·anσ(n)

= det(At)

Hierbij maakten we gebruik van het feit datε(σ) = ε(σ−1) (zie stelling 4.1.8).

Gevolg 4.2.6.De eigenschappen uit stelling 4.2.2 gelden ook voor de rijenvan een matrix:

1. De determinant is multilineair als functie van de rijen van A;

2. det(A) verandert van teken als we twee rijen met elkaar verwisselen;
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3. det(A) verandert niet als we bij een rij een lineaire combinatie vande andere rijen optellen;

4. det(A) = 0 als een van de rijen van A gelijk is aan0;

5. Als we de rijen van A permuteren, dan wordtdet(A) vermenigvuldigd met de pariteit van de
toegepaste permutatie.

De determinant van het product van matrices

Het is onze bedoeling te bewijzen dat de determinant van het product van twee matrices het product
van de determinanten is. Eerst bewijzen we een hulpstelling:

Lemma 4.2.7. Als d : Mn,n(K) → K een multilineaire alternerende afbeelding is, dan is d=
d(In)det.

Bewijs. Uit de redenering die voorafging aan het bewijs van stelling4.2.4 volgt dat voor elke
multilineaire alternerende afbeeldingd geldt:

d(A) = det(A)d(In)

Stelling 4.2.8.Voor A,B∈ Mn,n(K) geldt dat

det(AB) = det(A)det(B)

Bewijs. NeemA∈ Mn,n(K) vast, en beschouw de afbeelding

dA : Mn,n(K)−→K

gegeven door
dA(B) = det(AB)

of
dA(B1 B2 · · · Bn) = det(AB1 AB2 · · · ABn)

Het is eenvoudig om in te zien datdA multilineair en alternerend is, zodat, vanwege lemma 4.2.7,

dA(B) = det(B)dA(In)

Nu is
dA(In) = det(A)

en daarom hebben we dat
det(AB) = dA(B) = det(A)det(B)

Gevolg 4.2.9.Voor een n×n-matrix A zijn de volgende eigenschappen equivalent:
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1. rg(A) = n;

2. A is regulier;

3. det(A) 6= 0.

Bewijs. 1)⇐⇒ 2) is stelling 2.7.9. 3) =⇒ 1) volgt uit stelling 4.2.2,5), door contrapositie. 2) =⇒
3) volgt uit stelling 4.2.8: alsA regulier is, dan bestaatA−1, en dus is 1= det(In) = det(AA−1) =
det(A)det(A−1), zodat det(A) 6= 0.

Merk op dat voor elke reguliere matrixA geldt dat

det(A−1) =
1

det(A)
(4.5)

Gevolg 4.2.10.Onderstel dat f een lineaire afbeelding is van een eindigdimensionale vectorruimte
V naar zichzelf. Als E en F twee basissen zijn van V , dan is

det([ f ]E,E) = det([ f ]F,F)

Bewijs. Noteer de overgangsmatrix doorM. In gevolg 2.6.6 hebben we bewezen dat

[ f ]F,F = M−1[ f ]E,EM

zodat
det([ f ]F,F) = det(M−1)det([ f ]E,E)det(M) = det([ f ]E,E)

Gevolg 4.2.10 laat ons toe om dedeterminant van een lineaire afbeeldingvan een eindigdimen-
sionale vectorruimteV naar zichzelf te definieren:

det( f ) = det([ f ]E,E)

waarbijE een willekeurige basis vanV is.

4.3 De ontwikkeling van de determinant volgens een rij of een
kolom

De ontwikkeling van de determinant volgens een kolom

Beschouw eenn×n-matrixA. We willen een nieuw algoritme ontwikkelen om de determinant van
A te berekenen. Zoals voorheen schrijven we

A j =













a1 j

a2 j
...

an j













=
n

∑
i=1

ai j Ei
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voor de j-de kolom vanA. Gebruik makende van de multilineariteit van de determinant kunnen
we dus schrijven:

det(A) = det
(

A1 · · · A j−1

n

∑
i=1

ai j Ei A j+1 · · · An

)

=
n

∑
i=1

ai j det(A1 · · · A j−1 Ei A j+1 · · · An) (4.6)

Om det(A) te berekenen volstaat het dus om de determinanten

Ai j = det(A1 · · · A j−1 Ei A j+1 · · · An)

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · a1, j−1 0 a1, j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · ai, j−1 1 ai, j+1 · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · an, j−1 0 an, j+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

te berekenen voor een vastej en i = 1, . . . ,n. De determinantAi j wordt deminor van het element
ai j in de matrixA genoemd. We zullen hierna zien hoe we de minorenAi j kunnen berekenen.
We merken eerst op dat

Ai j = det(A1 · · · A j−1 Ei A j+1 · · · An)

= (−1) j−1det(Ei A1 · · · A j−1 A j+1 · · · An)

Immers, om dej-de kolomEi op de eerste plaats te krijgen moeten wej −1 verwisselingen van
kolommen uitvoeren. Vervolgens brengen we dei-de rij op de eerste plaats. Hiertoe moeten we
i −1 maal rijen verwisselen zodat

Ai j = (−1)i+ j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 ai1 · · · ai, j−1 ai, j+1 · · · ain

0 a11 · · · a1, j−1 a1, j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

0 ai−1,1 · · · ai−1, j−1 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 · · · ai+1, j−1 ai+1, j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
...

0 an1 · · · an, j−1 an, j+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Door van elke kolom een gepast veelvoud van de eerste kolom afte trekken vinden we:

Ai j = (−1)i+ j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 a11 · · · a1, j−1 a1, j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

0 ai−1,1 · · · ai−1, j−1 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 · · · ai+1, j−1 ai+1, j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
...

0 an1 · · · an, j−1 an, j+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Het volgende lemma laat nu toe omAi j te bepalen:

Lemma 4.3.1.Voor elke B∈ Mn,n(K) geldt dat

det

(

1 0

0 B

)

= det(B)

Bewijs. De afbeeldingd : Mn,n(K)→K gedefinieerd door

d(B) = det

(

1 0

0 B

)

is multilineair en alternerend. Bovendien is

d(In) = det(In+1) = 1

zodatd = det.

Als we bovenstaande argumenten samenvatten, dan krijgen wede volgende stelling:

Stelling 4.3.2.Neem een n×n-matrix A. De minor Ai j is dan de determinant van de matrix die
ontstaat door uit A de i-de rij en de j-de kolom weg te laten:

Ai j = (−1)i+ j

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · a1, j−1 a1, j+1 · · · a1n
...

...
...

...

ai−1,1 · · · ai−1, j−1 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 · · · ai+1, j−1 ai+1, j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...

an1 · · · an, j−1 an, j+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

De determinant van de matrix A wordt gegeven door de formule

det(A) =
n

∑
i=1

ai j Ai j = a1 jA1 j + · · ·+an jAn j (4.7)

Deze formule wordt deontwikkeling vandet(A) volgens dej-de kolomgenoemd.
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De ontwikkeling van de determinant volgens een rij

We passen formule (4.7) nu toe op de getransponeerde matrixAt :

det(At) =
n

∑
i=1

a ji(A
t)i j

(At)i j is de determinant die ontstaat door uitAt de i-de rij en dej-de kolom te schrappen. Men kan
evengoed uitA de j-de rij en dei-de kolom schrappen en dan transponeren, m.a.w.(At)i j = A ji ,
omdat de determinant van een matrix gelijk is aan de determinant van de getransponeerde (stelling
4.2.5), zodat

det(At) =
n

∑
i=1

a ji A ji

Als we notationeel de rollen vani en j omwisselen (dusi een vaste index enj een sommatieindex),
dan wordt deze formule:

det(A) = det(At) =
n

∑
j=1

ai j Ai j

Stelling 4.3.3.Voor een n×n-matrix A geldt:

det(A) =
n

∑
j=1

ai j Ai j = ai1Ai1+ · · ·+ainAin

voor elke i= 1, . . . ,n. Deze formule wordt deontwikkeling vandet(A) volgens dei-de rij genoemd.

Stellingen 4.3.2 en 4.3.3 laten ons toe om de determinant vaneen matrix uit te rekenen. Zo is
bijvoorbeeld

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 4

3 2 1

6 8 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

∣

∣

∣

∣

∣

2 1

8 2

∣

∣

∣

∣

∣

−2

∣

∣

∣

∣

∣

3 1

6 2

∣

∣

∣

∣

∣

+4

∣

∣

∣

∣

∣

3 2

6 8

∣

∣

∣

∣

∣

= −4−0+48= 44

Hierbij ontwikkelden we deze determinant volgens de eersterij. Merk op dat we in feite niets
winnen ten opzichte van de formule uit de definitie: we hebbennog steeds een som te berekenen
van 6= 3! termen, die elk een product zijn van drie elementen uit de matrix. Een alternatieve
werkwijze is de volgende: gebruik makende van de eigenschappen van de determinant uit de
vorige paragraaf, herleiden we de berekening tot de berekening van een determinant waarvan een
rij of kolom op één element na uitsluitend nul bevat. Men ontwikkelt dan de determinant volgens
die rij of kolom. Als we op deze manier bovenstaande determinant opnieuw uitrekenen, krijgen
we

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 4

3 2 1

6 8 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

3 −4 −11

6 −4 −22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

∣

∣

∣

∣

∣

−4 −11

−4 −22

∣

∣

∣

∣

∣

= 88−44= 44
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In de eerste stap trokken we van de tweede kolom tweemaal de eerste af, en van de derde kolom
viermaal de eerste. Zoals we gezien hebben (stelling 4.2.2)verandert dit de determinant niet.
Daarna ontwikkelden we de determinant volgens de eerste rij.
Zoals we hierboven gezien hebben volstaat het om de minorAi j te berekenen, om dei-de rij en
de j-de kolom uitA te schrappen, de determinant te nemen en te vermenigvuldigen met(−1)i+ j .
Men kan het teken makkelijk als volgt memoriseren:

(

+ −

− +

)

,







+ − +

− + −

+ − +






,













+ − + −

− + − +

+ − + −

− + − +













enzovoort. Het element in de linkerbovenhoek krijgt steedseen plusteken, en men vult de matrix
dan met plus- en mintekens zoals een schaakbord.

De geadjungeerde van een matrix

Als toepassing van hetgeen voorafgaat zullen we een formuleopstellen die ons toelaat om de
inverse van een reguliere matrix te berekenen. Degeadjungeerdevan een vierkante matrixA is de
matrix adj(A) die ontstaat door elk element van de matrix te vervangen doorzijn minor en daarna
te transponeren. Het element op plaats(i, j) in adj(A) is dusA ji . Met deze notaties hebben we

Stelling 4.3.4.Voor elke n×n-matrix A geldt:

adj(A)A= Aadj(A) = det(A)In

Bewijs. Het element op plaats(i, j) in het product adj(A)A is

n

∑
k=1

Akiak j

Voor i = j is dit
n

∑
k=1

Akiaki = det(A)

door stelling 4.3.2. Eveneens gebruik makende van stelling4.3.2 vinden we voori 6= j dat

n

∑
k=1

Akiak j = det(A1 · · · Ai−1 A j Ai+1 · · · A j−1 A j A j+1 · · · An) = 0

en dus is adj(A)A = det(A)In. De andere gelijkheid wordt op analoge manier bewezen, gebruik
makend van stelling 4.3.3.

Gevolg 4.3.5.Alsdet(A) 6= 0, dan is

A−1 =
1

det(A)
adj(A)
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Voorbeelden 4.3.6.1) Beschouw weer de matrix

A=







1 2 4

3 2 1

6 8 2







We hebben hierboven al gezien dat det(A) = 44. Ga zelf na dat

adj(A) =







−4 28 −6

0 −22 11

12 4 −4







zodat

A−1 =
1
44







−4 28 −6

0 −22 11

12 4 −4







2) We kunnen nu de algemene formule voor de inverse van een 2×2-matrix opschrijven:
(

a b

c d

)−1

=
1

ad−bc

(

d −b

−c a

)

De regel van Cramer

Als toepassing van gevolg 4.3.5 zullen we nu een elegante formule opstellen voor de oplossing van
eenstelsel van Cramer. Dit is een lineair stelsel vann vergelijkingen metn onbekenden

AX = B

waarbijA∈ Mn,n(K) regulier is. De unieke oplossing wordt gegeven door

X = A−1B=
1

det(A)
adj(A)B

Noteer

A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann













, B=













b1

b2
...

bn













, X =













x1

x2
...

xn













dan krijgen we

xi =
1

det(A)

n

∑
j=1

A jib j

=
det(A1 · · · Ai−1 B Ai+1 · · · An)

det(A)
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waarbij we weer gebruik maakten van stelling 4.3.3. Deze laatste formule staat bekend als deregel
van Cramer.

Stelling 4.3.7.Als A een reguliere n×n-matrix is, dan wordt de unieke oplossing van het lineaire
stelsel AX= B gegeven door de formule

xi =
1

det(A)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1n

a21 · · · a2,i−1 b2 a2,i+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Opmerking 4.3.8. De regel van Cramer is wel zeer elegant geformuleerd, en zeernuttig voor
theoretische doeleinden, maar in de praktijk is hij niet ergbruikbaar alsn groot wordt (vb. n ≥
1000). De determinanten die dan in de formule voorkomen worden praktisch onberekenbaar, zelfs
met een krachtige computer. Men gaat dan op zoek naar andere algoritmen om stelsels lineaire
vergelijkingen numeriek op te lossen. We verwijzen hier naar de cursus “Numerieke algoritmen”.

Karakteriserende eigenschappen voor reguliere matrices

In de voorbije hoofdstukken hebben we heel wat eigenschappen gezien die de regulariteit van een
matrix A karakteriseren. In de volgende eigenschap zetten we deze opeen rijtje. Voor nog meer
karakterisaties verwijzen we naar oefening 7.6.

Stelling 4.3.9.Beschouw een vierkante matrix A∈ Mn,n(K), en noteer mA voor de lineaire afbeel-
dingKn →Kn : X 7→ AX. Dan zijn de volgende eigenschappen equivalent:

1. A is regulier;

2. A heeft een linksinverse A′: A′A= In;

3. A heeft een rechtsinverse A′′: AA′′ = In;

4. mA is bijectief;

5. mA is injectief;

6. mA is surjectief ;

7. voor elke B∈Kn heeft het stelsel AX= B een unieke oplossing;

8. AX= 0 heeft enkel X= 0 als oplossing;

9. voor elke B∈Kn heeft het stelsel AX= B minstenśeén oplossing;

10. rg (A)=n;

11. de kolommen van A zijn lineair onafhankelijk;
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12. rg(At) = n;

13. de rijen van A zijn lineair onafhankelijk;

14. det(A) 6= 0.

Bewijs. 1) =⇒ 2), 1) =⇒ 3) zijn triviaal.
1)⇐⇒ 4) is triviaal (zie definitie 2.5.5).
4)⇐⇒ 5)⇐⇒ 6): dit is gevolg 2.2.13.
2) =⇒ 5). Voor X1,X2 ∈Kn geldt

mA(X1) = mA(X2) =⇒ AX1 = AX2

=⇒ X1 = A′AX1 = A′AX2 = X2

en dus ismA injectief.
3) =⇒ 6). Voor elkeY ∈Kn geldt datY = AA′′Y ∈ Im(mA), en dus ismA surjectief.
4)⇐⇒ 7), 5)⇐⇒ 8), 6)⇐⇒ 9) zijn triviaal.
1)⇐⇒ 10)⇐⇒ 14): dit is stelling 4.2.9.
10)⇐⇒ 11), 11)⇐⇒ 12) zijn triviaal.
10)⇐⇒ 12) volgt uit stelling 2.7.8.
12)⇐⇒ 13) is 10)⇐⇒ 11) toegepast opAt .

Beschouw nu een stelsel vann vergelijkingen inn onbekenden:


















a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn = b1

a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn = b2
...
an1x1+an2x2+ · · ·+annxn = bn

(4.8)

of, in matrixvorm,AX = B. Onderstel dat (4.8) een oplossing heeft. Voeg nu aan (4.8) een verge-
lijking toe:



























a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn = b1
a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn = b2
...
an1x1+an2x2+ · · ·+annxn = bn

an+1,1x1+an+1,2x2+ · · ·+an+1,nxn = bn+1

(4.9)

Wanneer heeft dit nieuwe uitgebreide stelsel nog een oplossing?

Stelling 4.3.10.Als (4.9) een oplossing heeft, dan is

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann bn

an+1,1 an+1,2 · · · an+1,n bn+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0
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Omgekeerd, indiendet(A) 6= 0 en D= 0, dan heeft (4.9) een unieke oplossing.

Bewijs. Onderstel datX = (x1,x2, . . . ,xn) een oplossing is van (4.9). Dan is
X′ = (x1,x2, . . . ,xn,−1) een oplossing is van het homogene stelsel



























a11x1+a12x2+ · · ·+a1nxn+b1xn+1 = 0
a21x1+a22x2+ · · ·+a2nxn+b2xn+1 = 0
...
an1x1+an2x2+ · · ·+annxn+bnxn+1 = 0
an+1,1x1+an+1,2x2+ · · ·+an+1,nxn+bn+1xn+1 = 0

(4.10)

Deze oplossing is verschillend van 0, en dus is de determinant D van het stelsel (4.10) gelijk aan 0.
Omgekeerd, indien det(A) 6= 0, dan heeft (4.8) een unieke oplossing. (4.9), met een vergelijking
meer, heeft dus ten hoogste één oplossing.
OmdatD = 0 bezit (4.10) een van nul verschillende oplossing(y1,y2, . . . ,yn,yn+1). Indienyn+1 6=
0, dan is

(

−
y1

yn+1
,−

y2

yn+1
, . . . ,−

yn

yn+1

)

een oplossing van (4.9), en dan is de stelling bewezen. Indien yn+1 = 0, dan is(y1,y2, . . . ,yn) een
niet-triviale oplossing van het stelselAX = 0. Dit is onmogelijk aangezien det(A) 6= 0.
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Bijlage A

Verzamelingen en functies

Hierna zullen we een aantal basisbegrippen uit de verzamelingenleer herhalen. De meeste begrip-
pen heb je misschien vroeger gezien, en ze werden reeds herhaald in het eerste hoofdstuk van de
cursus “Wiskundige Analyse”. De uiteenzetting die volgt istrouwens grotendeels gelijklopend
met die van de aangehaalde cursus. Alleen zijn er enkele formele aspecten die we extra zullen
benadrukken, omdat ze voor deze cursus van belang zijn.

A.1 Het begrip verzameling

Het begripverzameling ligt aan de gehele wiskunde ten grondslag en is daarom moeilijk te de-
finiëren. Men kan het als volgt omschrijven: een verzameling is een vereniging van zaken, voor-
werpen, dingen,... Hetgeen tot de verzameling behoort noemt menelementvan de verzameling.
Een verzameling is gegeven of bepaald als het mogelijk is te zeggen of een element tot de ver-
zameling behoort of niet. Men kan op verschillende manierenaanduiden welke dingen element
zijn van een verzameling: men kan een lijst opstellen van de elementen, of men kan de elementen
bepalen door hun kenmerkende eigenschap(pen).

Voorbeelden A.1.1.V = {a,b,c}; de verzamelingV bestaat uit de elementena, b, enc;
de verzameling van de studenten van een klas;
de verzameling van de klassen van een school (de elementen van een verzameling kunnen zelf
verzamelingen zijn);
de natuurlijke getallenN= {0,1,2,3, . . .}
Men kan een verzameling ook karakteriseren binnen een gegeven verzameling door een eigenschap
van de elementen op te geven. Zo kunnen we bijvoorbeeld de verzameling van de natuurlijke
getallen deelbaar door 3 als volgt opschrijven:V = {n∈ N | n is deelbaar door3}.
De verzameling van de “mooie schilderijen” bestaat niet. Wekunnen namelijk niet bepalen of een
element al dan niet tot de verzameling behoort (wat is mooi?).
De lege verzameling (deze bezit geen enkel element) wordt∅ genoteerd.

Opmerkingen A.1.2. 1) Er bestaan twee soorten verzamelingen: eindige verzamelingen en on-
eindige verzamelingen. AlsA een eindige verzameling is, dan noteren we #A voor het aantal
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elementen inA.
2) De volgorde waarin de elementen van een verzameling voorkomen heeft geen belang: zo is
{a,b,c} = {b,a,c}. Merk ook op dat een element slechts eenmaal voorkomt: alle elementen in
de verzameling zijn verschillend. In Figuur A.1 stellen we een verzameling voor met een Venn-
diagram.

a b

c

d

V

Figuur A.1: De verzameling{a,b,c} voorgesteld met een Venn-diagram

Deelverzamelingen

Per definitie stellen we dat een verzamelingA eendeelverzamelingis van een verzamelingB indien
elk element vanA een element is vanB:

A⊂ B⇔∀a∈ A : a∈ B

Voorbeeld: {a,b} ⊂ {a,b,c}

De lege verzameling is een deelverzameling van elke verzameling.

A.2 Bewerkingen met verzamelingen

De vereniging

De vereniging (of unie) van twee verzamelingenA enB is de verzameling van de elementen die tot
A of tot B behoren:

A∪B= {x | x∈ A o f x∈ B}

82



a b

c

A

B

Figuur A.2: Deelverzamelingen

Bewijs zelf de volgende eigenschappen:

A∪∅ = ∅∪A= A

A∪B = B∪A (commutativiteit)

A∪ (B∪C) = (A∪B)∪C (associativiteit)

A∪A = A

Beschouw een rij verzamelingenA1,A2,A3, . . .. We definiëren de unie van deze rij verzamelingen
als volgt:

+∞
⋃

n=1

An = A1∪A2∪A3∪· · ·= {x | x∈ Ai voor minstens 1 indexi }

Voorbeeld
+∞
⋃

n=1

[−n,n] = R

De doorsnede

De doorsnede van twee verzamelingenA enB is de verzameling van de elementen die totA enB
behoren:

A∩B= {x | x∈ A enx∈ B}

Bewijs zelf de volgende eigenschappen:

A∩∅ = ∅∩A=∅

A∩B = B∩A (commutativiteit)

A∩ (B∩C) = (A∩B)∩C (associativiteit)
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A∩A = A

A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)

A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)

A⊂ B ⇐⇒ A∩B= A

⇐⇒ A∪B= B

Beschouw een rij verzamelingenA1,A2,A3, . . .. We definiëren de doorsnede van deze rij verzame-
lingen als volgt:

+∞
⋂

n=1

An = A1∩A2∩A3∩· · ·= {x | x∈ Ai voor elke indexi }

Voorbeeld
+∞
⋂

n=1

[

0,
1
n

]

= {0}

Het verschil

Het verschil van twee verzamelingenA enB is de verzameling van de elementen vanA die niet tot
B behoren:

A\B= {x∈ A | x 6∈ B}

Het product

Het product van twee verzamelingenA enB is de verzameling van de koppels(a,b) waarbija∈ A
enb∈ B:

A×B= {(a,b) : a∈ A en b∈ B}

A.3 Functies

Definitie A.3.1. Gegeven zijn twee verzamelingen X en Y. Onderstel dat met ieder element x∈ X
een enig element y∈ Y overeenstemt. De verzameling f van de koppels(x,y) noemt men een
functie of afbeelding van X naar Y . Men kan een functie van X naar Y dus ook definïeren als
een deelverzameling van X×Y zodanig dat elk element van X juist eenmaal optreedt als eerste
element in een koppel. Men noteert

f : X −→ Y

Het elementy vanY dat metx∈ X overeenstemt, noteert menf (x), en men noemtf (x) hetbeeld
vanx. We kunnen dus schrijven:

f = {(x, f (x)) | x∈ X}
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Liever gebruiken we de notatie:

f :X −→Y:x 7−→ y= f (x)

Een functie is dus volledig bepaald als men de verzameling koppels(x, f (x)) voor elkex∈X geeft.
Twee functiesf eng vanX naarY zijn identiek als voor iederex∈ X geldt datf (x) = g(x).
X noemt men dedefinitieverzamelingof hetdomeinvan f . Y noemt men devariatieverzameling
of dewaardeverzamelingvan f .

Voorbeelden A.3.2.1) X = {a,b,c,d}, Y = {α,β ,γ,δ}

f (a) = β ; f (b) = α ; f (c) = β , f (d) = δ

f bestaat dus uit de koppels(a,β ),(b,α),(c,β ),(d,δ ). We kunnenf voorstellen op een Venn-
diagram (zie Figuur A.3)

a

b

c

d

α

β

γ

δ

Figuur A.3: Functies en Venn-diagrammen

2) f :R−→ R:x 7−→ x2 = f (x)
3) f :X −→ X:x 7−→ x= f (x)
Deze functie noemt men deidentiteit op de verzamelingX en noteert men meestal 1X.

Opmerkingen A.3.3. 1) We maken geen onderscheid tussen de begrippen functie en afbeelding.
2) Niet ieder element vanY is noodzakelijk het beeld van een element uitX (zie voorbeelden 1) en
2)).
3) Het is belangrijk om in te zien dat er een verschil is tussenf en f (x). f staat voor de functie (en
is dus een verzameling pijlen of puntenkoppels), terwijlf (x) staat voor het beeld vanx in Y. f (x)
is dus een element van de verzamelingY.
4) Onderstel dat een functief : X → Y gegeven is en datA een deelverzameling is vanX. We
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kunnen dan debeperking van f tot A beschouwen: we bekijken enkel die puntenkoppels die tot
de functie f behoren waarvan het eerste element tot de verzamelingA behoort. We noteren deze
nieuwe functie doorf|A. We hebben dus een nieuwe functie

f|A : A−→Y

Voor a∈A hebben we dus datf|A(a)= f (a). In vele gevallen is het niet de moeite om verschillende
notaties te gebruiken voorf en f|A. Soms blijkt dit wel van belang te zijn.

Zij A enB twee verzamelingen. We noteren

BA = { f | f : A−→ B is een functie}

voor de verzameling van alle functies vanA naarB. De keuze van deze notatie werd geı̈nspireerd
door de volgende eigenschap.

Stelling A.3.4. Beschouw twee eindige verzamelingen A en B. Het aantal functies van A naar B is
gelijk aan(#B)#A, met andere woorden

#(BA) = (#B)#A (A.1)

Bewijs. We gaan als volgt tewerk: we bewijzen eerst dat (A.1) geldig is als #A = 1. Daarna
bewijzen we dat, in de onderstelling dat (A.1) geldt voor #A = n, ze ook geldt voor #A = n+1.
Achtereenvolgens is de formule dan geldig voor #A= 1,2,3, . . .. Men noemt zulk een bewijs een
bewijs per inductie.
Neem #A = 1, m.a.w.A = {a}. Een functie vanA naarB bestaat dan uit slechts 1 pijl, namelijk
(a,b), waarbijb∈ B. Het aantal functies vanA naarB is dan gelijk aan het aantal elementen inB,
en is dus gelijk aan(#B)#A.
Onderstel nu dat de formule geldt voor #A= n, en neem een verzamelingA metn+1 elementen.
Neema∈ A, en stelA′ = A\{a}. A′ bevat nun elementen zodat het aantal functies vanA′ naarB
is gelijk aan(#B)n. Een functief ′ : A′ → B kan op #B manieren worden uitgebreid tot een functie
f : A→ B. Immers, we hoeven enkel het beeld vana vast te leggen om een gegeven functief ′ uit
te breiden totf , en er zijn hiervoor #B mogelijkheden (namelijk alle elementen vanB). Het totaal
aantal functiesA→ B is dus

(#B)n#B= (#B)n+1 = (#B)#A

Zij [a,b] ⊂ R een interval, en beschouw de verzamelingR[a,b] van alle functies van[a,b] naarR.
Deze verzameling is zo immens groot, dat het onmogelijk is omze in haar geheel te bestuderen.
Bovendien bevatR[a,b] ook een groot aantal functies die zich zo wild gedragen dat zein de praktijk
minder belangrijk blijken. Daarom beperkt men zich tot een deelverzameling vanR[a,b]. In de
Analyse kijkt men haast uitsluitend naar continue functies. In deze cursus beperken we ons nog
verder, en beschouwen we hoofdzakelijk functies die lineair zijn.
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A.4 Injecties, surjecties en bijecties

Gegeven zijn twee functiesf : X −→ Y eng : Y −→ Z. We definiëren een nieuwe functieg
na f , of g “bolletje” f , genoteerdg◦ f : X −→ Z door

(g◦ f )(x) = g( f (x))

voor elkex∈ X. We noemeng◦ f desamenstellingvan de functiesf eng. Merk op dat de samen-

X Y Z

x

y

f (x)

g(y)

g( f (x))

g◦ f

Figuur A.4: Samengestelde functies

stelling van functies associatief is, maarnietcommutatief; dit blijkt uit het volgende voorbeeld:

Voorbeeld A.4.1.

f = R−→R:x 7−→ x2

g = R−→R:x 7−→ ax+b

g◦ f = R−→R:x 7−→ ax2+b

f ◦g = R−→R:x 7−→ (ax+b)2

De inverse functie

Noteer 1X voor de identiteit op de verzamelingX. Deze wordt gedefinieerd als volgt:

∀x∈ X : 1X(x) = x

Merk op dat voor elke functief : X −→ Y geldt dat f ◦1X = f en 1Y ◦ f = f . Bestaat er een
functieg : Y −→ X zodanig datf ◦g= 1Y eng◦ f = 1X? Een eerste idee om dit probleem op te
lossen is gewoon: keer alle pijlen vanf om. We krijgen dan echter niet noodzakelijk opnieuw een
functie! Om een functie te hebben moeten twee voorwaarden vervuld zijn:
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• g moetwelbepaaldzijn: in elk punt vanY moet een pijl vang vertrekken, of, wat hetzelfde
is, in elk punt vanY moet een pijl vanf aankomen;

• g moet éénduidigzijn: in elk punt vanY mag ten hoogste één pijl vang vertrekken, of,
wat hetzelfde is, mag ten hoogste één pijl vanf aankomen. Dit betekent ook nog dat twee
verschillende elementen vanX op twee verschillende elementen vanY afgebeeld worden.
Vandaar de volgende definities:

Definitie A.4.2. Een functie f:X −→Y heetsurjectiefals elk element van Y het beeld is van een
element van X, m.a.w.,

∀y∈Y, ∃x∈ X: f (x) = y

Definitie A.4.3. Een functie f:X −→ Y heetinjectief als elk element van Y het beeld is van ten
hoogstéeén element van X, m.a.w.,

x1 6= x2 =⇒ f (x1) 6= f (x2)

of
f (x1) = f (x2) =⇒ x1 = x2

Definitie A.4.4. Een functie f:X −→Y heetbijectiefals f zowel injectief als surjectief is, of

∀y∈Y,∃! x∈ X : f (x) = y

of er bestaat een g: Y −→ X zodanig dat f◦g= 1Y en g◦ f = 1X.
Een bijectie van een verzameling A naar zichzelf wordt ook een permutatievan A genoemd.

We noteren in dit gevalg= f−1, en we noemenf−1 de inverse functievan f . We zeggen dan dat
f inverteerbaar is, en we hebben de eigenschap:

∀y∈Y : f−1(y) = x ⇐⇒ f (x) = y

Opmerkingen A.4.5. 1) Van een functief : X −→ Y kan men een surjectie maken door de
variatieverzameling te beperken tot{y ∈ Y | ∃x ∈ X : f (x) = y}. Men kan er een injectie van
maken door de definitieverzameling X zo te beperken dat in elkelement vanY slechts één pijl
aankomt.
2) VoorB⊂Y noteert men

f−1(B) = {x∈ X | f (x) ∈ B}

Indien f geen bijectie is, noteert men soms ook voory∈Y:

f−1(y) = f−1({y})

Stelling A.4.6. Onderstel dat A en B eindige verzamelingen zijn en dat m= #B ≥ n = #A. Het
aantal injecties van A naar B is dan

m(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1) =
m!

(m−n)!

Het aantal permutaties van A gelijk aan n!.
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Bewijs. We bewijzen dit per inductie opn= #A. Voor #A= 1 is de formule duidelijk. In dit geval
is het aantal functies vanA naarB gelijk aanm= #B. Bovendien is elke functie in dit geval een
injectie, en de formule volgt.
Onderstel nu dat de formule waar is voor willekeurigemen voor #A= n. Onderstel nu datA n+1
elementen bevat en datn+1≤ m. We stellen weerA′ = A\{a} waarbija∈ A vast gekozen is. Het
aantal injecties vanA′ naarB is num(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1), door de inductiehypothese. Een
gegeven injectief ′ : A′ → B kan opm−n manieren uitgebreid worden tot een injectief : A→ B.
Immers, de beelden van de elementen vanA′ bezetten reedsn plaatsen inB, zodat er voor het
beeld vana slechtsm−n keuzemogelijkheden overblijven. Het totaal aantal injectiesA→ B is dus
m(m−1)(m−2) · · ·(m−n+1)(m−n), en dit bewijst de eerste formule.
Hieruit volgt ook onmiddellijk dat het aantal injecties vanA naar zichzelf gelijk is aann!. Een
injectie van een eindige verzameling naar zichzelf is automatisch ook surjectief, en dus is het
aantal bijecties vanA naar zichzelf gelijk aann!.
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Oefeningen

Reeks 1

Oefening 1.1.Gegeven zijna,a′,a′′,b,b′,b′′,c,c′,c′′ ∈R. Toon aan dat de oplossingen(x,y,z) van
het stelsel







ax+by+cz= 0
a′x+b′y+c′z= 0
a′′x+b′′y+c′′z= 0

een deelruimte vanR3 vormen.

Oefening 1.2.StelV = C ([a,b]) = { f : [a,b]→ R | f continu}. Welk van de volgende verzame-
lingen zijn deelruimten vanV?

1a { f ∈ C ([a,b]) | f (x)≥ 0,∀x};

1b { f ∈ C ([a,b]) | f is een constante functie};

1c { f ∈ C ([a,b]) | f (a) = 0};

2a { f ∈ C ([a,b]) | f (a) = 5};

2b { f ∈ C ([a,b]) | f heeft overal een eindige afgeleide};

2c {α +β sin(x) | α,β ∈ R};

3a { f ∈ C ([a,b]) | f ′(1) = 0} (onderstel 1∈ [a,b] en f afleidbaar in 1);

3b { f ∈ C ([a,b]) | f ′(0) = 1} (onderstel 0∈ [a,b] en f afleidbaar in 0);

3c { f ∈ C ([a,b]) | f (a+b
2 +x) = f (a+b

2 −x)};

4a { f ∈ C ([a,b]) | f (a) = f (b)};

4b { f ∈ C ([a,b]) | f heeft een rechterafgeleide ina en die is gelijk aanf (b)};

4c { f ∈ C ([a,b]) | f is tweemaal afleidbaar ina en f (a)+ f ′(a)+ f ′′(a) = 0};

5a { f ∈ C ([a,b]) | f is tweemaal afleidbaar ina en f (a)+ f ′(a)+ f ′′(a) = 1};

5b { f ∈ C ([a,b]) | f (a) ∈Q};

5c { f ∈ C ([a,b]) | f (a) ∈ R\Q}.

Oefening 1.3.Welk van de volgende verzamelingen zijn deelruimten van de vectorruimteR[X]?

1a {P∈ R[X] | gr(P) even};

1b {P∈ R[X] | P′(X) = 0};
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1c {a+bX3 | a,b∈ R};

2a {a+bX+cX2+dX3 | a+b+c+d = 0};

2b {P∈ R[X] | 1 is een nulpunt vanP};

2c {P∈ R[X] | gr(P)> 2};

3a {P∈ R[X] | gr(P)< 2};

3b {P∈ R[X] | gr(P) = 2};

3c {P∈ R[X] | de rest bij deling doorX2+X+1 is 0};

4a {P∈ R[X] | de rest bij deling doorX2+X+1 is 1};

4b {P∈ R[X] | gr(P) is oneven};

4c {P∈ R[X] | P(X) = P(−X)}.

Oefening 1.4.aEen goniometrische veelterm is een functie van de vorm

f (x) =
a0

2
+

i

∑
n=1

(ancosnx+bnsinnx)

Toon aan dat de verzameling der goniometrische veeltermen een vectorruimte is.

Oefening 1.4.bWe noteren metRN de verzameling van alle rijtjes met waarden inR. Op RN

definiëren we de volgende bewerkingen:

(a0,a1, · · ·)+(b0,b1, · · ·) = (a0+b0,a1+b1, · · ·)

α(a0,a1, · · ·) = (αa0,αa1, · · ·)

voor elkeα ∈ R en(a0,a1, · · ·),(b0,b1, · · ·) ∈ RN. Toon aan datRN een vectorruimte is.

Oefening 1.4.cEen functief : [a,b]→ R wordt een trapfunctie genoemd indien er een partitie
P= (a= x0 < x1 < x2 < · · ·< xm= b) zodat f constant is op elk van de intervallen(xi−1,xi), voor
i = 1,2, · · · ,m. Toon aan dat de verzameling van de trapfuncties op[a,b] een vectorruimte vormen.

Oefening 1.5.Welk van de volgende verzamelingen zijn deelruimten vanRN?

1a De verzameling der begrensde rijtjes;

1b de verzameling der rijtjes waarvan de limiet 1 is;

1c de verzameling der rijtjes waarvan de limiet 0 is;

2a de verzameling der rijtjes waarvan slechts een eindig aantal termen verschillend van nul zijn;

2b de verzameling der rijtjes waarvan de eerste tien termen allemaal nul zijn;
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2c de verzameling der rijtjes waarvan de tweehonderdste term 0 is;

3a de verzameling der rijtjes waarvan de tweehonderdste term 1 is;

3b de verzameling van alle convergente rijtjes;

3c de verzameling van alle divergente rijtjes.

Oefening 1.6.Welke van de volgende deelverzamelingen vanR3 zijn lineair onafhankelijk?

1a {(0,0,0)};

1b {(1,1,1),(2,2,2)};

1c ∅;

2a {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3),(3,6,6)};

2b {(1,1,0),(3,4,2)};

2c {(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3),(0,0,0)}

Oefening 1.7.Welke van de volgende deelverzamelingen vanR[X] zijn lineair onafhankelijk?

1a {1,X,X2};

1b {0,X};

1c {X6,X6+1,X6+2};

2a {X2+1,X2−1,X};

2b {1,X+1,X−1,X2−1,X2+1};

2c {X2+X+1,X2−X−1,X+1}

Oefening 1.8.Welke van de volgende deelverzamelingen vanC ([a,b]) zijn lineair onafhankelijk?

1a {cos(x),sin(x),ex}; [a,b] = [0,2π ]

1b {x2,ex};

1c {cos2(x),sin2(x),cos(2x)};

2a {sin(x),cos(x), tg(x)} ([a,b] = [−π
3 ,

π
3 ]);

2b {tg2(x),sec2(x),3} ([a,b]⊂ (−π
2 ,

π
2));

2c {1,x,xex}
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Reeks 2

Oefening 2.1.Welke van de volgende verzamelingen veeltermen brengenR2[X] voort?

1a {1,X,X2};

1b {1,X−1,(X−1)2};

1c {X2+1,X2+X,X+1};

2a {X2+1,X−1,X2+X};

2b {X2+2,2X2−X+1,X+2,X2+X+4};

2c {X2+2X−1,X2−1}.

Oefening 2.2.aOnderstel datS= {~a1,~a2,~a3} lineair onafhankelijk is in een vectorruimteV. Neem
nu

~b1 = ~a1+~a2+~a3

~b2 = ~a2+~a3

~b3 = ~a3

Bewijs datT = {~b1,~b2,~b3} ook lineair onafhankelijk is.

Oefening 2.2.bOnderstel datS= {~a1,~a2,~a3} lineair onafhankelijk is in een vectorruimteV. Neem
nu

~b1 = ~a1+2~a2+3~a3

~b2 = ~a2+2~a3

~b3 = ~a3

Bewijs datT = {~b1,~b2,~b3} ook lineair onafhankelijk is.

Oefening 2.2.cOnderstel datS= {~a1,~a2,~a3} lineair onafhankelijk is in een vectorruimteV. On-
derstel nu dat

~a1 = ~b1+~b2+~b3

~a2 = ~b2+~b3

~a3 = ~b3

Bewijs datT = {~b1,~b2,~b3} ook lineair onafhankelijk is.

Oefening 2.3.Vind een basis voor de volgende deelruimten vanR4:

1a {(a,b,c,d) ∈ R4 | a= 0};

1b {(a,b,c,d) ∈ R4 | a= b= 0};
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1c {(a,b,c,d) ∈ R4 | a+b+c+d = 0};

2a {(a,b,c,d) ∈ R4 | a= c enb= d};

2b {(a,b,c,d) ∈ R4 | d = a+b};

2c {(a,b,c,d) ∈ R4 | d = a+b enc= a−b}.

Oefening 2.4.Vind een basis voor

1a {P∈ R3[X] | P(1) = 0};

1b {P∈ R3[X] | P′(X) = 0};

1c {P∈ R3[X] | P′(1) = 0};

2a {P∈ R3[X] | P′′(X) = 0};

2b {P∈ R3[X] | P′′(1) = 0};

2c {P∈ R3[X] | P(1) = P(2)}.

Oefening 2.5.Som alle deelruimten vanR3 op.

Oefening 2.6.We werken inV = C [−a,a]. Stel

W1 = { f ∈ C [−a,a] | f (x) = f (−x),∀x∈ [−a,a]}

W2 = { f ∈ C [−a,a] | f (x) =− f (−x),∀x∈ [−a,a]}.

Bewijs achtereenvolgens dat

1. W1,W2 zijn deelruimten vanV;

2. W1∩W2 = {0};

3. W1⊕W2 =V.

Oefening 2.7.Beschouw een vectorruimteV, X ⊂V, en~x,~y∈V. Bewijs dat~y∈ vect(X∪{~x}) en
~y 6∈ vect(X) impliceren dat~x∈ vect(X∪{~y}).

Oefening 2.8.Bewijs dat de veeltermen

{

(

x
k

)

| k= 0,1, · · · ,n}

een basis vormen voorRn[x]. Gebruik hiervoor inductie opn. Herinner tevens dat
(

x
k

)

=
x(x−1)(x−2) · · ·(x−k+1)

k!
;

voork≥ 1 en
(x

0

)

= 1.
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Reeks 3

Oefening 3.1.Welk van de volgende afbeeldingen zijn lineaire afbeeldingen?
1a f : R2 →R3 gedefinieerd door

f (a,b) = (a,b,a+b)

1b f : R2 →R3 gedefinieerd door

f (a,b) = (a+b,b,a−b)

1c f : R3 →R3 gedefinieerd door

f (a,b,c) = (b,c,a)

2a f : R3 →R3 gedefinieerd door

f (a,b,c) = (a,b2+c3,a+b)

2b f : R3 →R3 gedefinieerd door

f (a,b,c) = (0,c,a)

2c f : R→ R3 gedefinieerd door
f (a) = (1,a,a2)

3a f : R→ R3 gedefinieerd door
f (a) = (1,a,a)

3b f : R4 →R2 gedefinieerd door

f (a,b,c,d) = (a+b+c+d,a+b−1)

3c f : R3 →R gedefinieerd door

f (a,b,c) = a2+b2+c2

Oefening 3.2.af : R2[X]→R3[X] is een lineaire afbeelding. Er is gegeven dat

f (1) = 1, f (X) = X2+1, f (X2+1) = X3

Bepaalf (aX2+bX+c).

Oefening 3.2.bf : R3[X]→ R[X] is een lineaire afbeelding. Er is gegeven dat

f (1) = 1, f (X−1) = X2+1, f (X2) = X10, f (X3) = 0

Bepaalf (aX3+bX2+cX+d).

Oefening 3.2.cf : R[X]→ R is een lineaire afbeelding. Er is gegeven dat

f (Xi) = i

Bepaalf (Xn+Xn−1+ · · ·+1).
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Oefening 3.3.Welk van de volgende afbeeldingenfi : R[X]→ R[X] zijn lineaire afbeeldingen?

1a f1(P(X)) = P(X)2;

1b f2(P(X)) = XP(X);

1c f3(P(X)) = P(X+1)−P(X);

2a f4(P(X)) = P(0);

2b f5(P(X)) = P(1);

2c f6(P(X)) = P′′(X)−P′(X);

3a f7(P(X)) = P(X2);

3b f8(anXn+an−1Xn−1+ · · ·+a1X+a0) = a0Xn+a1Xn−1+ · · ·+an−1X+an (metan 6= 0);

3c f9(anXn+an−1Xn−1+ · · ·+a1X+a0) =
an

n+1Xn+1+ an−1
n Xn+ · · ·+ a1

2 X2+a0X.

Oefening 3.4. Bepaal de kern, het beeld, en, indien deze bestaat, de inverse van de volgende
lineaire afbeeldingenR2 → R2:

1a f1(x,y) = 2(x,−y);

1b f2(x,y) = (y,0);

1c f3(x,y) = (x,x);

2a f4(x,y) = (3x+2y,6x+4y);

2b f5(x,y) = (x+y,x−y);

2c f6(x,y) = (x+y,x+2y).

Oefening 3.5. Bepaal de kern, het beeld, en, indien deze bestaat, de inverse van de volgende
lineaire afbeeldingenR3 → R3:

a f1(x,y,z) = (x+y,y+z,x);

b f2(x,y,z) = (2x,−z,x+z);

c f3(x,y,z) = (x+y,x−y,x+2y).

Oefening 3.6.Bepaal de kern en het beeld van de volgende lineaire afbeeldingenR[X]→ R[X]:

a f1(P(X)) = P′′(X)−2P′(X);

b f2(P(X)) = XP(X);

c f3(anXn+an−1Xn−1+ · · ·+a1X+a0) = a2X2+a1X+a0.
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Oefening 3.7. Onderstel datf : V → W een lineaire afbeelding is. We noemen een lineaire
afbeeldingg : W →V een linksinverse vanf alsg◦ f = 1V , en we noemeng een rechtsinverse van
f als f ◦g= 1W. Onderstel datV enW eindigdimensionaal zijn, en bewijs dat

f heeft een linksinverse⇐⇒ f is injectief

f heeft een rechtsinverse⇐⇒ f is surjectief

Onderstel nu dat een lineaire afbeeldingf een linksinverseg heeft, en een rechtsinverseh. Bewijs
dath= g.

Oefening 3.8.Beschouw de volgende afbeeldingf :

f : C2 → C2

(z1,z2) 7→ (iz1+z2,z1+2iz2)

Is f C-lineair? Is het een isomorfisme vanC-vectorruimten? Zo ja, bepaal dan de inverse afbeel-
ding.

Oefening 3.9(Examenvraag 2005). Zij V een reële vectorruimte ens : V →V een lineaire afbeel-
ding zodats◦s= 1V . Beschouw dan de volgende twee deelverzamelingen vanV

U = {~u∈V | s(~u) =~u}
W = {~w∈V | s(~w) =−~w}

Toon nu de volgende eigenschappen aan:

(i) U is een deelruimte vanV;

(ii) W is een deelruimte vanV;

(iii) V =U ⊕W.

Oefening 3.10(Examenvraag 2006). Zij M 22(R) de reële vectorruimte van 2× 2-matrices met
reële elementen en zijC ([a,b]) de reële vectorruimte van continue functies op het interval [a,b].
Beschouw de afbeeldingf : M22(R)→ C ([a,b])

f

((

x11 x12
x21 x22

))

= (x11−x12)e
x+(x21+x22)sinx.

(i) Toon aan datf een lineaire afbeelding is.

(ii) Bepaal de kern en het beeld vanf en geef een basis voor beide deelruimten, alsook hun
dimensie.

Oefening 3.11(Examenvraag 2007).

Beschouw een lineaire afbeeldingf :V → W. Veronderstel datf eensplit epimorfismeis, d.w.z.
dat er een lineaire afbeeldingg:W →V bestaat zodatf ◦g= 1W.

(i) Schrijf V als een directe som van twee niet triviale deelruimten (en verklaar).

(ii) Toon aan dat één van deze twee deelruimten isomorf is metW.
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Reeks 4

Oefening 4.1.Een lineaire afbeeldingp : V →V wordt een projectie genoemd als

p◦ p= p.

(i) Bewijs datp een projectie is als en slechts als ook 1V − p een projectie is.

(ii) Toon verder aan dat voor elke projectiep : V →V geldt:

Ker(p) = Im(1V − p)

V = Ker(p)⊕ Im(p).

Oefening 4.2.Voor twee vectorruimtenV enW definieren we het productV ×W door

V ×W = {(~v,~w) |~v∈V, ~w∈W}.

Met de volgende bewerkingen isV ×W een vectorruimte:

(~v,~w)+(~v′,~w′) = (~v+~v′,~w+~w′)

α(~v,~w) = (α~v,α~w).

Onderstel nu datV enW eindigdimensionale deelruimten zijn van een gegeven vectorruimteX.

(i) Toon aan dat dim(V ×W) = dim(V)+dim(W).

(ii) Bepaal de kern en het beeld van de lineaire afbeelding

f : V ×W−→V +W : (~v,~w) 7→~v+~w.

(iii) Pas de tweede dimensiestelling toe opf , en leid daaruit de eerste dimensiestelling af.

Oefening 4.3.aDe lineaire afbeeldingf : R4 → R3 wordt gegeven door

f (x,y,z, t) = (x,y+z,z+ t).

Bepaal de matrix vanf

(i) ten opzichte van de standaardbasissen vanR4 enR3;

(ii) ten opzichte van de basissen

E′ = {(1,0,0,1),(0,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,1,0)} vanR4

F ′ = {(1,1,0),(0,1,0),(1,0,1)} vanR3.
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Oefening 4.3.bDe lineaire afbeeldingf : R2 → R3 wordt gegeven door

f (x,y) = (x+2y,−x,y).

Bepaal de matrix vanf

(i) ten opzichte van de standaardbasissen vanR2 enR3;

(ii) ten opzichte van de basissen

E′ = {(1,3),(−2,4)} vanR2

F ′ = {(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} vanR3.

Oefening 4.3.cDe lineaire afbeeldingf : R3 → R4 wordt gegeven door

f (x,y,z) = (3x−2y+z,x+6y+2z,−3x+7z,2x+y).

Bepaal de matrix vanf

(i) ten opzichte van de standaardbasissen vanR3 enR4;

(ii) ten opzichte van de basissen

E′ = {(0,8,8),(−7,8,1),(−6,9,1)} vanR3

F ′ = {(0,1,1,1),(1,−1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)} vanR4.

Oefening 4.4.af : R3 → R3 is de lineaire afbeelding met matrix






1 3 1

1 2 4

1 0 1







ten opzichte van de standaardbasis vanR3. Bepaalf ((1,2,3)) en f ((4,5,6)).

Oefening 4.4.bf : R3 → R2 is de lineaire afbeelding met matrix
(

1 −2 7

1 0 3

)

ten opzichte van de standaardbasissen vanR3 enR2. Bepaalf ((2,3,−1)) en f ((4,2,−1)).

Oefening 4.4.cf : R3 → R4 is de lineaire afbeelding met matrix












1 2 3

0 5 −7

−7 3 2

5 0 4













ten opzichte van de standaardbasissen vanR3 enR4. Bepaalf ((1,3,−1)) en f ((0,3,6)).
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Oefening 4.5.aV is de deelruimte vanRR met als basis

E = {1,x,ex,xex}.

Bepaal de matrix ten opzichte vanE van de lineaire afbeelding

D : V →V : f 7→ f ′.

Oefening 4.5.bV is de deelruimte vanRR met als basis

E = {cosx,sinx,ex}.

Bepaal de matrix ten opzichte vanE van de lineaire afbeelding

D : V →V : f 7→ f ′′′.

Oefening 4.5.cV is de deelruimte vanRR met als basis

E = {1,x+1,x2+x+1}.

Bepaal de matrix ten opzichte vanE van de lineaire afbeelding

D : V →V : f 7→ f −2 f ′.

Oefening 4.6.Beschouw een lineaire afbeeldingf : V → V. Een deelruimteW vanV noemen
we invariant onderf als f (W) ⊂W. Onderstel datW invariant is onder de lineaire afbeeldingf ,
en dat dim(V) = n, dim(W) = m. Bewijs dat we een basis vanV kunnen vinden zodanig dat de
matrix van f ten opzichte van deze basis er als volgt uitziet:

(

A B

0 C

)

waarbijA∈ Mmm(K), B∈ Mm(n−m)(K), C∈ M(n−m)(n−m)(K) en 0 de(n−m)×mnulmatrix.

Oefening 4.7.Bepaal de dimensies van de volgende vectorruimten:
1a HomR(R

2,R3);

1b HomR(M23(R),R
2);

1c HomR(R,M31(R));

2a HomR(R2[X],R3[X]);

2b HomR(R,R3[X]);

2c HomR(M22,M33).
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Oefening 4.8.Beschouw de afbeeldingf :R3→Cmet f (a,b,c)=b+(a−c)i, voor elke(a,b,c)∈
R3, als voorschrift. Hierbij beschouwen weR3 enC als vectorruimten overR.

(i) Toon aan datf lineair is.

(ii) Bepaal de kern en het beeld vanf . Vind een basis van deze twee deelruimten, en bepaal hun
dimensie.

(iii) Bepaal vervolgens de matrix vanf ten opzichte van de standaardbasissen vanR3 enC.

Oefening 4.9(Examenvraag 2005). Beschouw de afbeeldingf :R3[X]→R5[X] gedefinieerd door

f (P(X)) = P′′(X)−P′(0)+P′(X)X2+(P(1)−P(0))X5

voorP(X) ∈ R3[X].

(i) Toon aan dat dit een lineaire afbeelding is.

(ii) Bepaal een basis en de dimensie van de kern vanf .

(iii) Bepaal een basis en de dimensie van het beeld vanf .

(iv) Bepaal de matrix vanf t.o.v. de standaardbasissen vanR3[X] enR5[X].

Reeks 5

Oefening 5.1.aDe lineaire afbeeldingf : M22(R)→ M22(R) wordt gedefinieerd door

f

(

a b

c d

)

=

(

2 1

0 −1

)(

a b

c d

)

.

Bepaal de matrix vanf ten opzichte van de standaardbasis van M22(R).

Oefening 5.1.bDe lineaire afbeeldingf : M22(R)→ M22(R) wordt gedefinieerd door

f

(

a b

c d

)

=

(

a b

c d

)(

1 2

0 3

)

−

(

1 2

0 3

)(

a b

c d

)

.

Bepaal de matrix vanf ten opzichte van de standaardbasis van M22(R).

Oefening 5.1.cDe lineaire afbeeldingf : M22(R)→ M23(R) wordt gedefinieerd door

f

(

a b

c d

)

=

(

a b

c d

)(

3 1 1

1 2 −1

)

.

Bepaal de matrix vanf ten opzichte van de standaardbasissen van M22(R) en M23(R).
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Oefening 5.2.Zoek 2×2-matricesA enB zodanig dat

AB= 0 en BA 6= 0

Oefening 5.3.Herinner dat we de matrixEi j definieren als de matrix met een 1 in de(i, j)-positie,
en overal elders 0:

(

Ei j
)

kℓ = δikδ jℓ

voor i, j,k, ℓ= 1, · · · ,n. Bepaal nu voor elken×n-matrix A de productenAEi j enEi j A. Toon aan
dat

(

AEi j
)

pq = δ jqapi
(

Ei j A
)

pq = δipa jq

Oefening 5.4.Onderstel datA∈ Mnn(R) commuteert met elke matrixB∈ Mnn(R):

∀B∈ Mnn(R) : AB= BA

Bewijs dan datA een veelvoud is van de eenheidsmatrix:A=αIn. Gebruik hiervoor de voorgaande
oefening.

Oefening 5.5.aDe matrixA van de lineaire afbeeldingf : R3 →R3 ten opzichte van de standaard-
basis wordt gegeven door:







1 2 3

4 5 6

3 2 1






.

Wat is de matrix vanf ten opzichte van de basis

{(1,0,1),(1,0,−1),(1,1,1)}.

Oefening 5.5.bDe matrixA van de lineaire afbeeldingf : R3 → R3 ten opzichte van de stan-
daardbasis wordt gegeven door:







1 1 1

2 3 4

5 0 1






.

Wat is de matrix vanf ten opzichte van de basis

{(1,−1,1),(1,2,2),(1,1,1)}.

Oefening 5.5.cDe matrixA van de lineaire afbeeldingf : R3 → R3 ten opzichte van de basis

{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
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wordt gegeven door:






1 2 3

2 3 4

3 4 5






.

Wat is de matrix vanf ten opzichte van de basis

{(1,0,1),(1,0,−1),(1,1,1)}.

Oefening 5.6.aGegeven is de matrix

A=













1 0 0 0 3

3 0 3 6 3

2 0 −1 −2 1

4 0 2 4 4













.

Gebruik elementaire rijoperaties omA in rij echelon vorm te brengen, en omA in gereduceerde
rij echelon vorm te brengen. Wat is de rang vanA? Geef een basis van de deelruimte vanR5

voortgebracht door de rijen vanA.
Gebruik elementaire kolomoperaties omA in kolom echelon vorm te brengen. Verifieer dat het
aantal lineair onafhankelijke kolommen vanA gelijk is aan het aantal lineair onafhankelijke rijen.
Geef een basis voor de vectorruimte voortgebracht door de kolommen vanA.

Oefening 5.6.bGegeven is de matrix

A=













2 4 4 2 2

1 2 2 1 3

1 3 2 1 2

3 1 6 3 1













.

Gebruik elementaire rijoperaties omA in rij echelon vorm te brengen, en omA in gereduceerde
rij echelon vorm te brengen. Wat is de rang vanA? Geef een basis van de deelruimte vanR5

voortgebracht door de rijen vanA.
Gebruik elementaire kolomoperaties omA in kolom echelon vorm te brengen. Verifieer dat het
aantal lineair onafhankelijke kolommen vanA gelijk is aan het aantal lineair onafhankelijke rijen.
Geef een basis voor de vectorruimte voortgebracht door de kolommen vanA.

Oefening 5.6.cGegeven is de matrix

A=



















1 2 3 1

1 1 3 2

3 6 9 3

1 2 3 1

1 2 2 1



















.
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Gebruik elementaire kolomoperaties omA in kolom echelon vorm te brengen, en omA in geredu-
ceerde kolom echelon vorm te brengen. Wat is de rang vanA? Geef een basis van de deelruimte
vanR4 voortgebracht door de kolommen vanA.
Gebruik elementaire rijoperaties omA in rij echelon vorm te brengen. Verifieer dat het aantal line-
air onafhankelijke kolommen vanA gelijk is aan het aantal lineair onafhankelijke rijen. Geefeen
basis voor de vectorruimte voortgebracht door de rijen vanA.

Oefening 5.7(Examenvraag 2005). Beschouw de reële vectorruimte

V =

(

R2[X] R

0 R1[X]

)

,

d.w.z.,V bestaat uit 2×2-matrices van de vorm
(

R(X) x
0 Q(X)

)

,

waarbijR(X) ∈ R2[X],Q(X)∈ R1[X] enx∈ R.

(a) Geef een basis (noem dezeE) en de dimensie vanV.

(b) Beschouw de afbeeldingf : R3[X]→V gedefinieerd door

f (P(X)) =

(

P′(X) P′(0)−P′′(0)
0 P′′(X)

)

,

voorP(X) ∈ R3[X].

(i) Toon dat dit een lineaire afbeelding is.

(ii) Bepaal een basis en de dimensie van de kern vanf .

(iii) Bepaal een basis en de dimensie van het beeld vanf .

(iv) Bepaal de matrix vanf t.o.v. de standaardbasis vanR3[X] en de basisE (zie deel (a))
vanV.

Oefening 5.8(Examenvraag 2006). Beschouw deR-vectorruimtenC2 en M22(R) en de volgende
afbeelding ertussen:

f : C2 → M22(R), f ((z,w)) =

(

Re(z) Re(w−z)
0 Im(z)

)

.

(a) Toon aan datf lineair is.

(b) Bepaal de kern en het beeld vanf . Vind een basis van deze twee deelruimten, en bepaal hun
dimensie.

(c) Geef een basisF vanC2. Bepaal vervolgens de matrix vanf ten opzichte van deze basisF
en de standaardbasisE van M22(R).
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Oefening 5.9(Examenvraag 2014). Beschouw de lineaire afbeeldingf : R3 → M2,2(R) waarvoor

f (a,b,c) =

(

a+b b+c
c+a a+b+c

)(

1 0
4 2

)

−

(

1 0
4 2

)(

a+b b+c
c+a a+b+c

)

.

(a) Bepaal ker( f ); geef een basis voor deze deelruimte en bepaal haar dimensie.

Vul deze basis aan tot een basisE vanR3.

(b) Bepaal Im( f ); geef een basis voor deze deelruimte en bepaal haar dimensie.

Vul deze basis aan tot een basisF van M2,2(R).

(c) Geef de matrix vanf ten opzichte van de standaardbasissen vanR3 en M2,2(R).

Gebruik overgangsmatrices om de matrix vanf te bepalen ten opzichte van de basissen

E′ = {(1,1,0),(2,0,1),(−1,−1,1)} vanR3

en

F ′ =

{(

1 1
0 0

)

,

(

1 0
1 0

)

,

(

1 0
0 1

)

,

(

1 1
1 1

)}

van M2,2(R).
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Reeks 6

Oefening 6.1.Onderstel datL1 enL2 twee lineaire variëteiten zijn in een vectorruimteV. Bewijs
datL1∩L2 ofwel leeg is, ofwel ook een lineaire variëteit is.

Oefening 6.2.Toon aan dat de samenstelling van twee affiene afbeeldingen opnieuw een affiene
afbeelding is.
Oefening 6.3.Onderstel dat twee lineaire variëteitenL1 enL2 evenwijdig zijn, en dat dim(L1) ≤
dim(L2). Toon aan dat

L1∩L2 6=∅ =⇒ L1 ⊂ L2

Oefening 6.4.Los de volgende lineaire stelsels op via Gauss eliminatie:

a






x+3y+z= 4
2x+2y+z=−1
2x+3y+z= 3















−x−2y−3z= 0
w+x+4y+4z= 7
w+3x+7y+9z= 4
w+4x+8y+11z= 1

b






x+2y+3z= 1
2x+5y+5z= 5
3x+5y+8z= 2















x+y−z− t = 0
3x+2y−z− t = 8
2x−2y+2z+2t = 2
−3x+4y−3z−3t = 4

c






x+y=−7
2x+4y+z=−16
x+2y+z= 9















x−y+3z− t = 0
y−3z+5t = 2
x−z+ t = 0
−x+y−z+7t = 4

Oefening 6.5.Waaraan moeten de parametersb1,b2, · · · voldoen opdat de volgende stelsels con-
sistent zouden zijn?

a
{

6x−4y= b1

3x−2y= b2







x−2y+5z= b1

4x−5y+8z= b2
−3x+3y−3z= b3

b






x−2y−z= b1

−4x+5y+2z= b2

−4x+7y+4z= b3















x−y+3z+2t = b1

−2x+y+5z+ t = b2
−3x+2y+2z− t = b3

4x−3y+z+3t = b4

c






x+2y−3z= b1

2x+6y−11z= b2
x−2y+7z= b3















x−y+3z− t = b1

y−3z+5t = b2

x−3y+3z− t = b3

x+2y−5t = b4
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Oefening 6.6.Zoek de inverse van de volgende matrices met behulp van de Gauss-Jordan elimi-
natie methode:

a

A=







1 2 3

1 1 2

0 1 1






; D =













1 1 2 1

0 −2 0 0

1 2 1 −2

0 3 2 1













; G=













a 0 0 0

1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a













b

B=







2 1 3

0 1 2

1 0 3






; E =













a1 0 0 0

0 a2 0 0

0 0 a3 0

0 0 0 a4













; H =













1 0 0 0

1 3 0 0

1 3 5 0

1 3 5 7













c

C=

(

a b

c d

)

; F =













0 0 0 a1

0 0 a2 0

0 a3 0 0

a4 0 0 0













; I =







1 0 3

0 0 7

3 −5 0







Oefening 6.7(Examenvraag 2004). Zij

A=





1 3 2
0 1 1
2 5 3



 ; B=





6 6 6
2 2 2
10 10 10





en beschouw het deel
L = {X ∈ M3,3(R)|AX= B}.

L is een lineaire variëteit, i.e.L is van de vorm~a+W waarbijW een deelruimte is vanM3,3(R).

(a) Geef zo’n vector~a en beschrijf het deelW.

(b) Toon aan datW een deelruimte is.

(c) Wat is de dimensie vanL?

Reeks 7

Oefening 7.1.aVoor welke waarden(a,b,c) heeft het lineaire stelsel






x+y+2z = a
x+z = b
2x+y+3z = c
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een oplossing? Bepaal het beeld van de lineaire afbeelding

f : R3 →R3 : X 7→







1 1 2

1 0 1

2 1 3






X.

Oefening 7.1.bVoor welke waarden(a,b,c) heeft het lineaire stelsel






x+2y+8z = a
2x−6y−14z = b
2x−y+z = c

een oplossing? Bepaal het beeld van de lineaire afbeelding

f : R3 → R3 : X 7→







1 2 8

2 −6 −14

2 −1 1






X.

Oefening 7.1.cVoor welke waarden(a,b,c) heeft het lineaire stelsel






3x−z = a
−5y+z = b
6x+10y−4z = c

een oplossing? Bepaal het beeld van de lineaire afbeelding

f : R3 → R3 : X 7→







3 0 −1

0 −5 1

6 10 −4






X.

Oefening 7.2.Het spoorvan een vierkante matrix wordt als volgt gedefiniëerd: voor

A=













a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann













stellen we

Sp(A) =
n

∑
i=1

aii .

Toon aan dat voor elkeA,B∈ Mnn:

Sp(A+B) = Sp(A)+Sp(B)

Sp(αA) = αSp(A)

Sp(At) = Sp(A)

Sp(AB) = Sp(BA).
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Oefening 7.3.Leid uit de vorige oefening af dat er geenn×n matrices bestaan zodat

AB−BA= In.

Oefening 7.4.A is den×n-matrix met een 1 op elke plaats. Toon voorn> 1 aan dat

(In−A)−1 = In−
1

n−1
A.

Oefening 7.5.Onderstel datA,B∈ Mn,n en dat A regulier is. Bewijs dat

A+B regulier ⇐⇒ In+BA−1 regulier.

Oefening 7.6. Een matrixE wordt eenelementaire n× n-matrix van type I, II of III genoemd
indienE wordt verkregen door op de eenheidsmatrixIn een elementaire rij of kolomoperatie van
type I, II of III toe te passen.

• Hoe ziet een elementairen×n-matrix eruit ? Toon aan dat elke elementaire matrix regulier
is, en bepaal de inverse matrix.

• Onderstel datA eenm×n-matrix is, en datB uit A wordt verkregen door toepassing van een
elementaire rij (kolom) operatie. LaatE de elementairem×m-matrix (elementairen×n-
matrix) die uitIm (In) verkregen wordt door toepassing van dezelfde elementairerij (kolom)
operatie. Bewijs datB= EA (B= AE).

• Toon aan dat twee matricesA en B rijequivalent zijn als er een stel elementaire matrices
E1,E2, · · · ,Ek bestaan zodat

B= EkEk−1 · · ·E2E1A

Formuleer een analoog resultaat voor kolomequivalente matrices

• Laat zien dat de enige regulieren×n-matrix in gereduceerde rij of kolom echelon vorm de
eenheidsmatrixIn is.

• Bewijs nu voor een vierkante matrixA dat

A regulier ⇐⇒ A is een product van elementaire matrices

⇐⇒ A is rijequivalent metIn

Reeks 8

Oefening 8.1.Schrijf de banen op van de volgende permutaties, en bepaal depariteit. Schrijf de
eerste permutatie als een samenstelling van verwisselingen.

1a
[

1 2 3 4 5 6

6 5 4 3 2 1

]
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1b
[

1 2 3 4 5

2 1 3 5 4

]

1c
[

1 2 3 4 5 6

2 3 1 6 5 4

]

2a
[

a b c d e f

a f c b d e

]

2b
[

a b c d e f

c f b d a e

]

2c
[

a b c d e f

c d b e f a

]

Oefening 8.2.Gegeven zijn de permutatiesα en β . Gevraagd wordt omα−1 ◦ β−1 ◦α ◦ β te
berekenen.

1a
α = [1,2,3] en β = [1,4,5]

1b
α = [1,2,3,4] en β = [1,3,5]

1c
α = [1,2,3] en β = [4,5,6]

Oefening 8.3.Gegeven zijn de permutatiesα en β . Schrijf de banen vanα en β op, en bepaal
α−1, β−1, α ◦β enβ ◦α.

α =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3 5 6 2 7 1 4 9 11 10 12 8

)

β =

(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

11 12 10 6 7 4 5 8 9 1 2 3

)

Oefening 8.4.Toon aan dat de volgende verzameling permutaties een deelgroep1 vanS4 vormt:

{i,α = [1,2]◦ [3,4],β = [1,3]◦ [2,4],γ = [1,4]◦ [2,3]}

1Naar analogie met ‘deelruimte’: de gegeven verzameling vormt een groep op zichzelf voor de bewerking vanS4.
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Oefening 8.5.Schrijf alle permutaties vanA4 op.

Oefening 8.6.Toon aan dat elke permutatie vanSn kan geschreven worden als samenstelling van
de verwisselingen

[1,2], [1,3], [1,4], · · · , [1,n].

Oefening 8.7.Bereken de volgende determinanten

a

∣

∣

∣

∣

∣

cosα −sinα

sinα cosα

∣

∣

∣

∣

∣

;

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 −1

1 1 −1 1

1 −1 1 1

−1 1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 c b

c 0 a

b a 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

;

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

9 1 9 9 9

9 0 9 9 2

4 0 0 5 0

9 0 3 9 0

6 0 0 7 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a b+c

1 b a+c

1 c a+b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

;

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b−1 0 1

−2 b −1

0 0 b+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Oefening 8.8.Toon aan dat
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(b+c)2 ab ac

ab (c+a)2 bc

ac bc (a+b)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2abc(a+b+c)3

Oefening 8.9.Bereken de determinant
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Oefening 8.10.Noteer voorDn de determinant

Dn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a1 a2
1 · · · an−1

1

1 a2 a2
2 · · · an−1

2
...

...
...

...

1 an a2
n · · · an−1

n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Toon aan dat
Dn = (an−a1)(an−a2) · · ·(an−an−1)Dn−1

en leid hieruit af dat
Dn = ∏

j>i
(a j −ai).

We noemen de determinantDn ook wel dedeterminant van Vandermonde.

Oefening 8.11.Bewijs per inductie opn:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1+a1 1 1 · · · 1

1 1+a2 1 · · · 1

1 1 1+a3 · · · 1
...

...
...

...

1 1 1 · · · 1+an

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a1a2 · · ·an

(

1+
1
a1

+
1
a2

+ · · ·+
1
an

)

.

Hoe ziet de formule eruit als een van deai = 0?

Oefening 8.12.Beschouw drie niet-collineaire punten(x1,y1,z1), (x2,y2,z2), (x3,y3,z3) ∈ K3.
Toon aan dat de vergelijking van het vlak dat door deze drie punten gaat als volgt kan geschreven
worden:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Veralgemeen deze eigenschap voor een hypervlak inKn.

Oefening 8.13.Onderstel datA een reguliere matrix is. Toon aan dat adj(A)−1 = adj(A−1).

Oefening 8.14.Een reguliere matrixA bevat enkel gehele elementen. Toon aan datA−1 ook enkel
gehele elementen bevat als en slechts als det(A) =±1.
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Oplossingen

Oefening 1.2 a1a geen deelruimte, 2a geen deelruimte, 3a deelruimte, 4a deelruimte, 5a geen
deelruimte.

b 1b deelruimte, 2b deelruimte, 3b geen deelruimte, 4b deelruimte, 5b geen deelruimte.

c 1c deelruimte, 2c deelruimte, 3c deelruimte, 4c deelruimte, 5c geen deelruimte.

Oefening 1.3 a1a geen deelruimte, 2a deelruimte, 3a deelruimte, 4a geen deelruimte.

b 1b deelruimte, 2b deelruimte, 3b geen deelruimte, 4b geen deelruimte

c 1c deelruimte, 2c geen deelruimte, 3c deelruimte, 4c deelruimte.

Oefening 1.5 a1a deelruimte, 2a deelruimte, 3a geen deelruimte.

b 1b geen deelruimte, 2b deelruimte, 3b deelruimte.

c 1c deelruimte, 2c deelruimte, 3c geen deelruimte.

Oefening 1.6 a1a lin. afhankelijk, 2a lin. afhankelijk.

b 1b lin. afhankeljk, 2b lin. onafhankelijk

c 1c lin. onafhankelijk, 2c lin. afhankelijk.

Oefening 1.7 a1a lin. onafhankelijk, 2a lin. onafhankelijk.

b 1b lin. afhankelijk, 2b lin. afhankelijk.

c 1c lin. afhankelijk, 2c lin. afhankelijk.

Oefening 1.8 a1a lin. onafhankelijk, 2a lin. onafhankelijk.

b 1b lin. onafhankelijk. 2b lin. afhankelijk.

c 1c lin. afhankelijk. 2c lin. onafhankelijk.

Oefening 2.1 a1a voortbrengend, 2a niet voortbrengend.

b 1b voortbrengend, 2b voortbrengend.

c 1c voortbrengend, 2c niet voortbrengend.

Oefening 2.3 a1a{(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, 2a{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.

b 1b{(0,0,1,0),(0,0,0,1)}, 2b{(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}.

c 1c{(−1,1,0,0),(−1,0,1,0),(−1,0,0,1)}, 2c{(1,0,1,1),(0,1,−1,1)}

Oefening 2.4 a1a{X−1,X2−1,X3−1}, 2a{1,X}.

b 1b{1}, 2b{1,X,X3−3X2}.

b 1c{1,−2X+X2,−3X+X3}, 2c{1,−3X+X2,−7X+X3}.

Oefening 2.5
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dimensie 3 :R3, dimensie 2 : alle vlakken door de oorsprong, dimensie 1 : alle rechten door de
oorsprong, dimensie 0 : singleton met de nulvector.

Oefening 3.1

a 1a lineair, 2a niet lineair, 3a niet lineair.

b 1b lineair, 2b lineair, 3b niet lineair.

c 1c lineair, 2c niet lineair, 3c niet lineair.

Oefening 3.2

a aX3+bX2+b+c−a.

b bX10+cX2+d+2c.

c n(n+1)
2 .

Oefening 3.3

a 1a niet lineair, 2a lineair, 3a lineair.

b 1b lineair, 2b lineair, 3b niet lineair.

c 1c lineair, 2c lineair, 3c lineair.

Oefening 3.4

a 1a Kerf = {~o}, Im f =R2, f−1(x,y) = ( x
2,−

y
2), 2a Kerf = {(x,−3

2x) | x∈R}, Im f = {(x,2x) |
x∈ R}.

b 1b Kerf = {(x,0) | x ∈ R}, Im f = {(x,0) | x ∈ R}, 2b Kerf = {~o}, Im f = R2, f−1(x,y) =
(x+y

2 , x−y
2 ).

c 1c Ker f = {(0,y) | y ∈ R}, Im f = {(x,x) | x ∈ R}, 2c Kerf = {~o}, Im f = R2, f−1(x,y) =
(2x−y,−x+y).

Oefening 3.5

a Ker f = {~o}, Im f = R3, f−1(x,y,z) = (z,x−z,y−x+z),

b Ker f = {(0,y,0) | y∈ R}, Im f = {(x,y, x
2 −y) | x,y∈ R},

c Ker f = {(0,0,z) | z∈ R}, Im f = {(x,y, 3
2x− y

2) | x,y∈ R}.

Oefening 3.6

a Ker f = {P∈ R[X] | P is een constante veelterm}, Im f = R[X],

b Ker f = {0}, Im f = {P∈ R[X] | P(0) = 0},

c Ker f = {P∈ R[X] | P(0) = P′(0) = P′′(0) = 0}, Im f = R2[X].

Oefening 4.3
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a





1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1



 en





0 −1 1 −1
0 1 0 3
1 1 0 1





b





1 2
−1 0
0 1



 en





3 4
−2 −1

8
3

4
3





c









3 −2 1
1 6 2
−3 0 7
2 1 0









en









8 −27 −13
−8 −36 −35
48 34 28
0 21 10









Oefening 4.4

a f ((1,2,3)) = (10,17,4), f ((4,5,6)) = (25,38,10),

b f ((2,3,−1)) = (−11,−1), f ((4,2,−1)) = (−7,1),

c f ((1,3,−1)) = (4,22,0,1), f ((0,3,6)) = (24,−27,21,24).

Oefening 4.5

a









0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1









b





0 −1 0
1 0 0
0 0 1





c





1 −2 2
0 1 −4
0 0 1





Oefening 4.7

a 1a dim = 6, 2a dim = 12,

b 1b dim =12, 2b dim = 4,

c 1c dim = 3, 2c dim = 36.

Oefening 5.1

a









2 0 1 0
0 2 0 1
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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b









0 0 −2 0
2 2 0 −2
0 0 −2 0
0 0 2 0









c

















3 1 0 0
1 2 0 0
1 −1 0 0
0 0 3 1
0 0 1 2
0 0 1 −1

















Oefening 5.2

Bijvoorbeeld :A=

(

0 0
0 1

)

enB=

(

0 1
0 0

)

Oefening 5.5

a





−6 2 −9
0 −2 0
10 −2 15





b





3
2 −9

2 −3
2

5 2 3
−11

2
15
2

3
2





c





1
2

1
2

1
2

7
2

11
2

5
2

5 9 3





Oefening 5.6

a rijrang = kolomrang = 3,

basis voor deelruimte voortgebracht door rijen :

{(1,0,0,0,0),(0,0,1,2,0),(0,0,0,0,1)},

basis voor de deelruimte voortgebracht door de kolommen :

{(1,0,0,2/7),(0,1,0,18/21),(0,0,1,4/7)},

b rijrang = kolomrang = 3,

basis voor deelruimte voortgebracht door rijen :

{(1,0,2,1,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)},

basis voor de deelruimte voortgebracht door de kolommen :

{(1,0,1/4,2),(0,1,1/2,−1),(0,0,1,5)},

c rijrang = kolomrang = 3,
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basis voor deelruimte voortgebracht door rijen :

{(1,0,0,−1),(0,1,0,1),(0,0,1,0)},

basis voor de deelruimte voortgebracht door de kolommen :

{(1,0,3,1,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1)}.

Oefening 6.4

a x=−1,y= 4,z=−7 enx=−w+5,y= 4−w,z= w−1,w∈ R.

b x= 0,y= 2,z=−1 enx= 1/2,y= 7,z= 15/2− t, t ∈ R.

c x= 11,y=−18,z= 34 enx= 2−4t,y= 8−14t,z= 2−3t, t ∈ R.

Oefening 6.5

a b1 = 2b2; b1−b2 = b3,

b elke keuze is goed;b2−b1 = b3, 2b1−b2 = b4,

c−5b1+2b2+b3 = 0; elke keuze is goed.

Oefening 6.6

a A heeft geen invers,D−1 =









1 −1 0 −1
0 −1

2 0 0
−1

5 1 1
5

3
5

2
5 −1

2 −2
5 −1

5









, G−1 =











1
a 0 0 0

− 1
a2

1
a 0 0

1
a3 − 1

a2
1
a 0

− 1
a4

1
a3 − 1

a2
1
a











,

b B−1 =





3
5 −3

5 −1
5

2
5

3
5 −4

5
−1

5
1
5

2
5



, E−1 =











1
a1

0 0 0
0 1

a2
0 0

0 0 1
a3

0
0 0 0 1

a4











, H−1 =









1 0 0 0
−1

3
1
3 0 0

0 −1
5

1
5 0

0 0 −1
7

1
7









,

c C−1 =

( d
da−cb

−b
da−cb

−c
da−cb

a
da−cb

)

, F−1 =











0 0 0 1
a4

0 0 1
a3

0
0 1

a2
0 0

1
a1

0 0 0











, I−1 =





1 −3
7 0

3
5 − 9

35 −1
5

0 1
7 0



.

Oefening 7.1

a c= a+b, Im f : z= x+y,

b 2a+b−2c= 0, Im f : 2x+y−2z= 0,

c 2a−2b= c, Im f : 2x−2y= z.

Oefening 8.1

a [1 6] ◦ [2 5] ◦ [3 4], oneven;

[b f e d ], oneven
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b [1 2] ◦ [4 5], even;

[a c b f e], even,

c [4 6] ◦ [1 2 3] = [4 6] ◦ [1 3] ◦ [1 2], oneven;

[a c b d e f], oneven.

Oefening 8.7

a 1; -16;

b 2abc; -12;

c 0; b3−b.

Oefening 8.9

(b-a)(c-a)(c-b)

Oefening 8.11

Als ai = 0 : a1 . . .ai−1ai+1 . . .an
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